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I. Kapitel: Die Theorie der rationalen Wahl

§ 1 Einflhrung

Die Rationalitdt menschlichen Handelns ist Gegenstand philo-
sophischer, sozialwissenschaftlicher und Skonomischer Unter-
suchungen. Hinsichtlich der Auslegung des Rationalitdtsprinzips
gibt es jedoch in den verschiedenen Disziplinen erhebliche
Meinungsunterschiede.

In der Theorie der rationalen Wahl, die durch Abstraktion aus
gewissen Nachfragemodellen entwickelt wurde, wird der Versuch
unternommen, menschliches Wahlverhalten zu mathematisieren.

Da wir es in der Ukonomie stets mit einer Gruppe oder Indivi-
duen, die Entscheidungen treffen, zu tun haben, kann diese
Theorie auch als Grundlage Skonomischer Modelle verwendet
werden,

Wird in Skonomischen Lehrbiichern von rationalem Handeln gespro-
chen, so verstehen die Autoren darunter hdaufig, daB die Prdferenz-
relation, die dem Handeln des homo oeconomicus zugrundeliegt,
transitiv ist. Wie jedoch Sonnenschein (1971), Shafer (1974),
Gale und Mas-Colell (1975) u.a. gezeigt haben, sind sinnvolle
okonomische Modelle, in denen keine Transitivitit gefordert
wird, durchaus konstruierbar.

Auch unter der Annahme, daB sich das einzelne Individuum transi-
tiv verhdlt, Tassen sich leicht Beispiele dafir finden, um

zu demonstrieren, daB die Transitivitit beim Ubergang vom Indi-
viduum zur Gemeinschaft verloren geht. Umgekehrt kann das Verhal-
-ten der Gesellschaft transitiv sein, ohne dap alle Individuen
auch demgemdaB handeln.

Haufig wird unter rationalem Verhalten des Handlungstragers auch
verstanden, daB dieser seine Nutzen- oder Gewinnfunktion maxi-
miert. Wie jedoch seit einiger Zeit bekannt ist, kann z.B. das
Verhalten eines Individuums, das durch eine lexikographische Pra-
ferenzordnung bestimmt wird, durch keine reellwertige Funktion
reprdsentiert werden.




Heftige Meinungsverschiedenheiten entstanden aber auch in an-
derer Hinsicht: Selbst wenn einige Autoren dem Individuum noch
zugestehen, daB dieses eine Nutzenfunktion besitzt, so bezwei-
feln sie jedoch, daB jeder der Handlungstrager diese maximiert.
Nach Ansicht dieser Autoren miisse in ein Skonomisches Modell
mit eingehen, daB ein Individuum in vielen Situationen rein
impulsiv und Taunisch handelt.

Einige andere Ukonomen vertreten wiederum die Meinung, daB es
bereits genligt, wenn Rationalitdt nur als Tendenz besteht. An-
dere gehen davon aus, daB es flir die Rationalitit auf Markt-
ebene hinreichend ist, wenn die Mehrheit der Marktteilnehmer
rational reagiert (vgl. G.Becker (1962)). Diese Vorstellung
wurde durch Vorgange in der Theorie der Thermodynamik angeregt;
denn wie wir wissen, ist das augenblickliche Verhalten des ein-
zelnen Teilchens bei der Braunschen Molekularbewegung ohne Be-
deutung. Die Gesamtheit der Partikel bewegt sich jedoch nach
genau kalkulierbaren Gesetzen.

In der vorliegenden Arbeit sollen die oben zitierten verschie-
denen Meinungen jedoch nicht bewertet oder weiterverfolgt wer-
den. Vielmehr wird der Begriff "rationales Handeln" exakt de-

finiert und alle weiteren Untersuchungen darauf aufgebaut.

DerUrsprung der hier zugrundegelegten Auffassung von einem
rational handelnden Individuum geht auf Uzawa (1956) und

Arrow (1959) zuriick. Nach Uzawa handelt ein Individuum nur

dann rational, wenn es in seinem Verhalten ein bestimmtes Gesetz,
das durch Abstraktion aus dem Starken Axiom der Theorie der
Revealed Preference gewonnen wurde, befolgt. Diese Idee griff
Arrow auf, indem er noch weitere Kriterien flr rationales Ver-
halten, die in unmittelbarer Beziehung zu dem Starken Axiom
stehen, angab.

Wir schliessen uns jedoch M.Richter (1971) an und wollen vom in-
tuitiven Standpunkt aus betrachtet -unter einem rationalen Hand-
Tungstrdger ein Individuum, dessen HandTungen stets mit seiner
Praferenzvorstellung libereinstimmt, verstehen. Wir werden er-
kennen, daB eine Person, dessen Auswahlverhalten das Starke




Axiom erfiilTt, auch in unserem Sinne rational handelt.

Zu den rationalen Verhaltensregeln, die wir bisher kennen,
haben Arrow, Richter, Sen und Pattanaik,Fishburn u.a. beige-
tragen. Wie wir sehen werden, bestehen zwischen allen diesen
enge Beziehungen,

Das Auswahlverhalten des Individuums kann durch eine Korrespon-
denz, die wir mit Auswahlkorrespondenz bezeichnen, beschrieben
werden. Gehen wir davon aus, daB solche Auswahlkorrespondenzen
gegeben sind, so stellt sich die Frage, ob eine Prdferenzre-
lation, bezliglich der das Verhalten des Individuums rational
ist, existiert.Ein anderes Problem ist, ob es eine Nutzen-
funktion gibt, die die gegebene Auswahlkorrespondenz generiert,
d.h. ob eine numerische Funktion, die die gewdhlten Elemente
aus jeder zur Wahl stehenden Menge von Objekten mit dem
hochsten Nutzenwert belegt, existiert.

Wie wir eingangs bemerkten, kann die Theorie der rationalen
Wahl als Grundlage dkonomischer Modelle verwendet werden.
Hierauf wird im zweiten Teil dieser Arbeit ausfiihrlich einge-
gangen. Wir werden sehen, wie die Hypothesen der Theorie der
rationalen Wahl -bei angemessener Interpretation- zu

sinnvollen Aussagen in Modellen der Nachfrage-, Gleichgewichts-,
Wohl1fahrts- und AuBenwirtschaftstheorie und in der Theorie der
kollektiven Wahl flihren.




§ 2 AUSWAHLKORRESPONDENZEN

Um das rationale Verhalten eines Handlungstrdgers in einem
Modell darzustellen, bezeichne X die nicht lTeere Menge mogli-
cher Alternativen. Es handelt sich hierbei in der Konsumtheorie
im GlUterbiindel, in der Betriebswirtschaftslehre beispielsweise
um Entscheidungen iiber den Einsatz von Produktionsfaktoren, in
der Wohlfahrtstheorie um Verteilungen von Gltern und Arbeits-
pldtzen und bei Wahlen um Kandidaten. Wir untersuchen das Ver-
halten eines Handlungstrdgers in Situationen, in denen ihm je-
weils eine nicht leere Teilmenge B von X zur Auswahl gestellt
wird, Eine solche Teilmenge wird in Anlehnung an die Nachfrage-
theorie "Budgetmenge" genannt. Das Individuum wdhlt nach sei-
nem Belieben aus jeder Budgetmenge B eine Teilmenge h(B) aus.
Die Gesamtheit aller Budgetmengen wird mit Zr bezeichnet.

<X,%> heiBt der "Budgetraum".

Die Aktionen des Handlungstrdagers kdnnen durch eine Korre-
spondenz, durch diefs in die Potenzmenge von X abgebildet
wird, beschrieben werden. Zur prdzisen Darstellung flhren wir
die folgende Definition ein.

Definition 2.1
Sei X + ¢ und£¢c2%, 44 p, péd. Eine Abbildung h: £ - 27
heiBt Auswahlkorrespondenz:
h(B) + @
{ h(B) ¢ B

vBeﬂ:

Anmerkung 2.1

h(B) heiBt Auswahlmenge von B.

Wie bereits eingangs bemerkt wurde, wollen wir unter einem ra-
tionalen Handlungstrdger ein Individuum verstehen, dessen Ak-
tionen mit seiner Prdferenzvorstellung lbereinstimmt. Da aber




diese Relation nicht vollstdndig zu sein braucht, unterscheiden
wir zwischen einem m-rationalen, und einem b-rationalen Hand-
lungstrdger und flihren deshalb die folgenden Definitionen ein:

Definition 2.2

Sei X eine beliebige Menge und > eine Relation auf X, die als
die Nichtschlechtermenge interpretiert werden soll.

a) (VXL,YeEX)[xp2y & (x > yar(ys x))]

b) (VX,yeEX)[X ~Yy & (X 2=y Ay > X)]

X > ¥y wird gelesen: x ist besser als y,
X ~y wird gelesen: x ist ebenso gut wie y

Definition 2.3

Sei X eine beliebige Menge und » eine Relation auf X. Dann

heiBt

a) yeX ein "maximales Element" dieser Menge. genau dann,wenn
flir alle zeX gilt: w(z & y)?

b) yeX heiBt ein "bestes Element" von X genau dann,wenn fiir
alle zeX gilt: y » z.

Offenbar sind beide Definitionen dquivalent, wenn es sich bei
& um eine vollstandige Relation handelt. Wir sehen ferner, daB
jedes beste Element auch maximal in X ist.

Definition 2.4

Sei eine Relation » auf X gegeben. Dann heiBt h: & 2X

"m-rational" (maximal-rational) bezliglich » genau dann, wenn:

(VBed) [h(B)={x|x€EBA(+32€B)[z X1} ]

Definition 2.5

Sei eine Relation & auf X gegeben. Dann heipt h: v 27
"b-rational" beziiglich » genau dann, wenn

1Y 7: non




(VBEL) [h(B)={x|xEBA(VZEB)[Xx & z]}]

Anmerkung 2.2

Wie unmittelbar gesehen werden kann, ist jede bezliglich der
Relation » b-rationale Auswahlkorrespondenz auch bezliglich
dieser Relation m-rational. Das umgekehrte ist nur dann der
Fall, wenn »vollstdndig ist.

Anmerkung 2.3

Das Wort Auswahlkorrespondenz wird von nun an durch AWK abge-
kiirzt.

Definition 2.6

Eine AWK h: dr - 2X heiBt "rational" genau dann, wenn es eine
Relation > gibt derart, daB h bezliglich dieser m-rational ist.
h: 4 - 2X heiBt irrational, wenn eine solche Relation nicht
existiert.

Ist das Verhalten eines Handlungstrdgers beobachtbar, so
stellt sich die Frage, ob dieses "rationalisiert" werden kann,
d.h. ob es eine Relation ?‘gibt bezliglich welcher h: ﬁ*» ZX
m-rational ist.

Das folgende Beispiel zeigt eine irrationale AWK.

Es sei X = {x,y,z,d} ,
£ = 181,82,83) mit
Bl = (xuy.z.d1, n(BL) = (x,y1
B2 = (x,y,d}, h(B%) = [y}
B3 = {x}, h(B3) = {x}

Angenommen, der Handlungstriger verhielte sich rational, dann
mifte es nach Def. 2.6 eine Relation < geben derart, dap

7(x}x),7(y>x),7m = x) und v(z > x)

erfillt wdre. Nach der gleichen Definition miiBte dann aber auch

x€h(B?)




gelten, was jedoch nach Konstruktion der AWK nicht der Fall
ist.

Es ist jedoch auch durchaus denkbar, daB ein Individuum bzgl.
der Relation &J irrational, aber beziiglich &2 rational handelt,
Betrachten wir dazu als Beispiel die Menge

X = {a,b,c} mit £~= {Bl,BZ} | und

Bl = {a,b}, {a}
B = {a,b,c}, h(B%) = fa,c}.

1]

=
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Besitzt der Handlungstrdger die Wertvorstellung a gl a,
a &1 b, a }1 C, C &1 c und ¢ El b, so verhdlt er sich beziiglich
El rational.

Hat er jedoch eine andere Wertvorstellung, z.B. die folgende:
a tz a, b kz a und a.iz c, so ist sein Verhalten berg11ch.§2
nicht rational.

Diese beiden Beispiele zeigen, daB zwei Moglichkeiten bestehen:

1) Es gibt keine Relation, die eine gegebene Nachfragefunktion
rationalisiert,

- 2) Die Auswahlkorrespondenz ist rational beziiglich der Rela-

tion G, aber diese Relation repridsentiert nicht die Wert-

vorstellung des Handlungstrdgers.

Mit anderen Worten, es ist durchaus moglich, daB die Auswahl-
korrespondenz durch eine Relation, die aber nicht der Wert-
vorstellung des Individuums entspricht, rationalisiert werden
kann. Dieser Fall kann durch zusdtzliche Regeln, wie wir sie
im ndachsten Abschnitt besprechen,verhindert werden.
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§ 3 RATIONALE AUSWAHLREGELN

Grundlegend fiir unsere weiteren Untersuchungen sind einige
GesetzmdBigkeiten, denen das Verhalten rational handelnder
Individuen unterworfen werden soll. Um diese zu formulieren,
missen.zundchst die Definitionen einiger Relationen einge-
fihrt werden.

Uzawa (1956) verallgemeinerte die Relation "revealed vorgezo-
gen", die erstmals von Samuelson (1938) fiir die Nachfrage-
theorie definiert wurde und dort in der Theorie der Revealed
Preference, einem rationalen Nachfragemodell, eine zentrale
Rolle spielt, um rationales Verhalten zu garantieren.

Definition 3.1
sei h: 4r > 2% eine AWK und x,yeX.
P y: e (3B €f)[xeh(B )ayeB \h(B")]

xPhy wird gelesen: x wird y revealed vorgezogen.

Diese Bezeichnung geht ebenfalls auf die Theorie der Revealed
Preference zurlick und 1dBt sich dort mit der Hypothese er-
kldren, daB jeder Marktteilnehmer durch sein Verhalten seine
Praferenzen offenbart.

~s

Hinter dieser Interpretation der Relation Ph verbirgt sich be-
reits die Forderung, daB insbesondere der zweite Fall im letz-
ten Teil des vorangegangenen Paragraphen ausgeschlossen werden
soll. Dort war von der Moglichkeit die Rede, daPB die Handlungs-
weise des Individuums zwar durch eine Relation rationalisier-
bar sein kann, die jedoch nicht die Praferenzvorstellung des
Handlungstrédgers widerspiegelt. Der Theorie der Revealed
Preference Tiegt aber intuitiv bereits die Idee zugrunde, daB
die Nachfragefunktion, die das Verhalten des Marktteilnehmers
charakterisiert, durch eine Relation, die der Priferenzvor-
stellung des Individuums entspricht, rationalisiert werden
kann. Die Aussage "x wird y revealed vorgezogen" bedeutet dem-
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nach, daB der Marktteilnehmer, indem er aus einer Budgetmenge,
die x und y enthdlt, x wdhlt und y zurlickweist, allen Beob-
achtern seine wahren Prdferenzen zeigt. Er hat durch seine Ak-
tion darauf hingewiesen, welcher Alternative er tatsdchlich
den Vorzug gibt. Diese Interpretation setzt also bereits ein
rational handelndes Individuum voraus.

In der nachsten Definition erkldren wir die Relation "indirekt
revealed vorgezogen"

Definition 3.2

Sei eine AWK h:iy-» 2X vorgegeben.

(Vx,yeX?fo*h y:¢#Xghyv(ﬂxl..XkEX)[XghxlA..AnghYIﬂ

Wie wir sehen, ist P*h die transitive Hulled von Fh. Sie 18Rt
sich folgendermafen interpretieren

Wenn die Alternativen x und y nicht direkt in einer Budgetsitu-
ation B miteinander verglichen werden konnen, so soll eine end-
lTiche Folge von Budgetsituationen und in diesen Alternativen
existieren, die nacheinander in Beziehung gesetzt werden kin-
nen und so einen indirekten Vergleich ermdglichen.

Die Relationen Fh und P*h hingen von den vorausgesetzten Aus-
wahlkorrespondenzen ab. Da jedoch im folgenden keine MiR-
vers+andn1sse zu erwarten sind, 5011 zur Abkurzung anstelle
von Py und P h die Bezeichnungén P und P verwendet werden.
Das gleiche gilt fir die folgende Relation V. Diese unter-
scheidet sich von P dadurch, daB xVy die Moglichkeit einschliefBt,
daB sowohl x als auch y in der Auswahimenge einer Budgetmenge B
enthalten sind. f

Definition 3.3

(wx,YEXLL xVy: & (3BEL) [xeh(B)Ay€BT] .
Die transitive HU11e von V werde mit W- bezeichnet.

1 Sei G eine Re]at1on auf X.
Dann heiBt G “transitive Hu]]e von G genau dann, wenn

(VX,y€EX) [xGyv (IKEN) (3x xt. . x )[XGXlA..AX Gyll.



In Ubereinstimmung mit Sen (1971) verwenden wir eine allge-
meine Form des von Samuelson (1938) in der Theorie der
Revealed Preference eingefiihrte "Schwache Axiom".

Axiom (WA): Schwaches Axiom der Theorie der Revealed Preference
x3y=¢7(ny)

Anmerkung 3.1

Urspringlich wurde das von Arrow aufgestellte Postulat

X,YEh(B) =3(xPy)
mit dem Namen "Schwaches Axiom" bezeichnet. Die beiden Axiome
sindjedoch nicht dquivalent . Arrows Postulat ist aqleichbedeutend

mit xPy ﬂ»x¢h(B)wz§¢H(B) . Hieraus kdnnte aber auch folgen ,daB
x €B\h(B) und yeh(B), was 'sicher nicht gemeint war

Ein anderes Gesetz, welches ebenfalls ein verniinftige handeln-
des Individuum befolgen sollte, ist das sogenannte "Starke
Axiom der Theorie der Revealed Preference". Dieses wurde ur-
springlich von Ville (1946) und Houthakker (1950) unabh&ngig
voneinander als Postulat in ein' . Modell der Nachfragetheorie
aufgenommen.

Houthakker benutzte es fiir den Nachweis, daf in der Theorie
der Revealed Preference das Starke Axiom zusammen mit anderen
Voraussetzungen lber die Nachfragefunktion zu einer transiti-
ven, vollstdndigen und strikt konvexen Relation flihrt, die die
Nachfragefunktion des Marktteilnehmers rationalisiert. Hier-
liber wird spater noch ausfiihrlicher berichtet.

Axiom (SA)
xP*y =7 (yVx)

Das Starke Axiom geht in dieser allgemeinen Form auf Uzawa
(1956) zuriick, wenn es auch von diesem nicht so genannt wurde.
Diese Bezeichnungsweise stammt von Arrow (1959), der das
Starke Axiom auch ein Kriterium flr rationales Verhalten
nannte. Es sei jedoch noch hinzugefiigt, daB Uzawa und Arrow
die Form

X,yeh(B) = 7(xPy)
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benutzen. Das hier verwandte Axiom geht auch auf Sen (1971)

zurlick. Wie jedoch leicht gezeigt werden kann, besteht .
Aquivalenz zwischen den beiden Versionen

(vgl. Fuchs-SeJﬁggr (1976a)).

Das Starke Axiom Tegt folgende Interpretation nahe:

Wenn in einer Folge von Wahlakten der Handlungstrager indirekt
gezeigt hat, daB er die Alternative x der Alternative y vor-
zieht, so soll es keine Budgetmenge geben, in der x und y zur
Wahl stehen und y gewdhlt wird.

Betrachten wir das Starke Axiom genauer, so wird offenbar, daB
diese Regel auch die Gliltigkeit von )

%
XP yAyWx

zuldBt. Um diese Moglichkeit auszuschlieBen, konnen wir an-
stelle von (SA) das Axiom (SA™) benutzen, welches folgendes
besagt:

Axiom (SA)

x Py = 7 (yhx)

Anmerkung 3.2.

Offensichtlich impliziert das Axiom (SA¥) das Postulat (SA)
und damit auch das Axiom (WA).

Das Schwache Axiom steht in enger Verwandtschaft zu einer
Verhaltensregel von Arrow (1959), die als nachste  zitiert
werden soll,

()

gl 2

c B°aBlnn(B2) +p-n(Bly =8Lnn(a?)

Diese Regel 1dRt sich leicht auf folgende Weise interpretie-
ren:

Stehen alle Alternativen von B1 auch in der Budgetmenge 82 zur

2

Wahl und hat das Individuum aus B® eine gewdhlt, die auch in
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1 1

B™ enthalten ist, so sind alle aus B~ gewdhlten Elemente auch
in der Auswahlimenge von Bz, d.h. in h(Bz), enthalten.

Die folgende Regel wurde von Arrow (1959) und Sen und Patta-
naik (1969) untersucht.

(B)

51 ¢ p2

1

~B'nh(B?) ¢ h(Bl)

Die Interpretation von () ergibt sich wie im vorangegangenen
Falle zwangsldufig. Ein Beispiel von Sen (1970, S. 17) ver-
deutTicht in einprdgsamer Weise diese Regel. Dieses sagt aus,
daB der Weltmeister einer Sportart, der ein Pakistani ist,
auch Landesmeister von Pakistan in der gleichen Disziplin
sein muf.

Die Regel (g) wurde auch schon friher in einem anderen Zusam-
menhang bei Nash (1950), Chernoff (1954), Radner und Marschak
(1954) und Luce und Raiffa (1957) erwihnt.

Auch die folgende Verhaltensregel konnen wir bei Sen und
Pattanaik nachlesen.

(v)
8l ¢ B2 an(B) nh(B%) £ 01-n(8L) ¢ h(B?)

Die Regel (y) finden wir noch bei Sen (1970, S. 17) in der
Form

[x,yeh(BY) A B ¢ BZT o [xeh(B2) & yeh(B2)]

Eine zentrale Verhaltensregel, die insbesondere bei Repréasen-
tierbarkeitsproblemen von Auswahlkorrespondenzen eine Rolle
spielt (vgl. §7), ist das Kongruenzaxiom von M. Richter (1971).
Bezeichnen wir wie friiher die transitive Hiille von V mit W, so
heiBt dieses Postulat :

Axiom (CA)
(VBEL) (vx,yeB)[x€h(B)AyWx = yeh(B)]
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Anmerkung 3.3
An der Form.

(VBEL) (Vx,yeB) [xeh(B) A yeBah(B) =(yWx)]

des Axioms (CA) 1dRt sich leicht erkennen, daB es eine stirkere
Bedingung ist, als das Axiom (WA), das wir auch auf die Form

(VX,y€X) [ (3BE ) [xeh(B)ayeBNh(B) = 5(yVx)1]
bringen kGnnen.

Auch das nachfolgende Axiom (VA) geht auf M. Richter (1971) zu-
rick. Es ist offensichtlich, daB dieses Postulat schwicher als
das Kongruenzaxiom ist und von diesem impliziert wird.

V-Axiom (VA4)
(VyEX)(VBﬁ&)[(yEBA(VUEB)[qu]) = yeh(B)]
Dieses fiordert, daB eine Alternative y, die beziiglich der Rela-

tion V maximal in B ist, aus B gewdhlt werden soll.

Bei M. Richter (1971) treten auch die ndchsten beiden Versionen
des Schwachen und Starken Axioms auf. Um diese in entsprechen-
der Weise formulieren zu kdnnen, fiihren wir noch die Relation

S und H ein.

Definition 3.4

VX,YeEX:
XSy: & xVyaxsy

Bezeichnen wir mit H die transitive Hiille von S und verwenden
wir diese beiden Relationen, so erhalten wir schlieBlich
Richters Versionen des Schwachen und Starken Axioms.

Axiom (WA')
XSy =7 (ySx)
Axiom (SA™)
XHy = 7 (yHx)
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Anmerkung 3.4

Wie leicht einzusehen ist, impliziert das Axiom (WA"') und

damit erst recht das Postulat (SA'), daB die AuswahTmengen h(B)
fiir alle Bed stets aus genau einem Element bestehen, so daB
also h: 4r > 2% eine Funktion darstellt.




-17-

§ 4 BEZIEHUNGEN ZWISCHEN DEN RATIONALEN VERHALTENSREGELN

Zwischen den in § 3 genannten Verhaltensregeln bestehen nun
Zusammenhdnge verschiedenster Art, von denen einige hier be-
handelt werden sollen.

Wie wir bereits bemerkten, implizieren sowohl das Axiom (SA)
als auch das Kongruenzaxiom das Schwache Axiom (WA) und das
Axiom (VA). Die Umkehrung kann nur in Spezialfdllen geze{gt
werden.

Arrow (1959) konnte den Nachweis erbringen, daR unter der Vor-
aussetzungUQi&entha]te alle endlichen Teilmengen von X auPer
der leeren Menge, das Starke und das Schwache Axiom dquivalent
sind. Diese Forderung schwidchen wir dadurch etwas ab, daB

wir nur verlangen, daB jede Teilmenge der Mdchtigkeit 3 in &
enthalten sein soll. Wir gewinnen dann die Aquivalenz von (WA),
(SA), (CA) und (SA™).

Theorem 4.1

Sei |X| > 3 und jede Teilmenge von X der Michtigkeit 3 sei in
enthalten. Dann gilt:

(a) (WA) & (SA)

(b) (WA) & (CA)

(c) (WA) & (SA™)

Beweis zu (a): Es geniigt zu zeigen, daB (WA) das Axiom (SA) im-
pliziert, deshalb setzen wir voraus, daR flir zwei be11ebige
Alternativen u und v aus X, uP*v gilt. Haben wir nachgewiesen,
daB P transitivy ist, dann ergibt sich hieraus uPv und damit
2(vVu) nach dem Schwachen Axiom.

Wir betrachten deshalb drei verschiedene Alternativen X,Y,2€X
mit xPy A yPz. Das Schwache Axiom fihrt auf

7 (yVx)a7(zVy)

Mit der Definition von V konnen wir auf
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(1) (vBed)lyéh(B)vx¢BI ,
(2) (VBEL) [z€h(B)vy¢B]

schlieBen. Da nach Voraussetzung die Menge BO = {X,y,z} zu 2
gehdrt, folgt h(B°) +g.

Die Annahme z€h(B°) fiihrt mit (2) zu y€B°, wodurch ein Wider-
spruch zur Definition von B® entsteht. Wenn wir aber annehmen,
daB yeh(B°), folgt mit (1) x¢B® und damit ebenfalls ein
Widerspruch zur Definition von B®. Deshalb muB th(Bo) gelten,
und wir erhalten xPz.

Beweis zu (b): Da (CA) = (WA) allgemeingiiltig ist, genligt es,
die Umkehrung unter der obigen Voraussetzung nachzuweisen.
Dazu zeigen wir zundchst, daB V transitiv ist und setzen des-
halb

(3) xVy A yVz
voraus. Nach Voraussetzung gilt BO = {x,y,z}eii

Angenommen, es gelte x€h(B°), so fiihrt diese Annahme zusammen
mit dem Schwachen Axiom und (3) auf y¢h(BO). Da h(BO) 0, muB
infolgedessen z€h(B°) zutreffen, so daB wir auf zPy schlieRBen
kénnen. Dieses Ergebnis fiihrt aber mit (WA) auf einen Wider-
spruch zu (3). Damit miissen wir die Annahme verwerfen und er-
halten xVz.

Es werde nun §E{9und x,y€§: x€h(B1

kann mit der Transitivitdat von V auf yVx geschlossen werden, so
daB also mit dem Schwachen Axiom th(Bl) folgt, womit die Be-

) AyWx betrachtet. Hiervon

hauptung (b) bewiesen ist.

Beweis zu (c): Wie zuvor gezeigt wurdé, folgt aus (YA) und den Hypo-
thesen dieses Theorems, daB V transitiv ist. Setzen wir xP*y

voraus und nehmen yWx an, so ergibt sich demnach yVx. Da unter

(a) bereits nachgewiesen wurde, daB das Schwache Axiom das Axiom
(SA) impliziert, folgt aus XP*y 7(yVx), also ein Widerspruch

zu yvVx. q.e.d.

Zwischen dem Schwachen Axiom und den anderen hier genannten
Verhaltensregdgeln lassen sich weitere Bezﬁehungen herstellen.
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Wie Teicht gezeigt werden kann, impliziert das Schwache Axiom
die Regeln (o), (B) und (y) (Fuchs-Seliger (1976a). Die Um-
kehrung gilt jedoch nicht allgemein, was am Beispiel der Reqel
fa) belegt werden soll:

X = {a,b,c,d} , d;= {31,32,83}

Bl = {a,b,c} h(Bl) = {a}
B2 = {a,b,d} h(BZ) = {b}
B2 = (b,c,d} h(B3) = {d}

Da nach Konstruktion aPb gilt, miiBte mit Hilfe des Schwachen
Axioms aef.B2 folgen, was im Widerspruch zur Festsetzung von B
steht.

2

Die Regel (a) ist jedoch nach dem SchluB ex falso quodlibet
erflillt, da keine Budgetmenge in einer anderen enthalten ist.

Unter der Annahme jedoch, daB 4 alle Teilmengen von X der
Machtigkeit 2 enthdlt, besteht, wie der folgende Satz zeigt,
Aquivalenz zwischen dem Schwachen Axiom und (a).

Theorem 4.2

Sei |X| > 2, h:dro 2% eine AWK und & enthalte alle Teilmengen
von X der Machtigkeit 2. Dann gilt (WA) e (a).

Beweis

Da "=" bereits in Fuchs-Seliger (1976a) nachgewiesen wurde, ge-
nigt es, die Umkehrung zu zeigen.

Wir betrachten daher x,yeX mit xPy und erhalten

(1) (3B%4)[xeh(B%)AayeBO<h(BO)]

Angenommen, es gelte yVx, so folgt hieraus

(2)  (3Bled)ryen(Bl)axenl]

Da {x,y}ed und {x,y}gBO, konnen wir mit (a) und (1) auf

(3) h({x,y}) = h(B°)n{x,y} = {x}

schlieBen. Da ferner x,yEBl, konnen wir (a) und (2) anwenden und
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erhalten

(4) h({x,y}) = h(BLYalx,y}

Es sind nun zwei Fdl1le zu unterscheiden:

1. Fall: x,th(Bl), woraus sich mit (4) h({x,y}) = {x;y} er-
gibt, im Widerspruch zu (3).

2. Fall: yeh(Bl)AXQh(Bl). Bei Anwendung von («) erhalten wir
h({x,y}) = {y}, also auch einen Widerspruch zu (3). Infolge-

dessen ist die Annahme yVx zu verwerfen. q.e.d

Da die Aquivalenz (o) & (B) A (y) ohne weitere Voraussetzungen
iber die Struktur von & allgemeingliltig ist (siehe Fishburn
(1973, S. 195)), gewinnen wir folgendes Korollar zu Theorem
4.2:

Korollar 4.1

Sei |X| > 2 und & enthalte alle Teilmengen von X der Michtig-
keit 2, dann gilt

(WA) e (a) & (B) A (¥)

Als Korollar zu den Theoremen 4.1 und 4.2 ergibt sich ferner un-
mittelbar das

Kovollar 4.2

Ist |X| > 3 und enthdlt £ alle Teilmengen von X der Michtigkeit
= M ,
2 oder 3, so gilt:(SA") & (SA) & (WA) © (a) & (B) A (y) & (CA).

Anmerkung 4.1

Die vorangegangenen Resultate haben gezeigt, da .unter angemessenen

Bedingungen Aquivalenz zwischen den verschiedenen Verha1tensrege1n
hergestellt werden kann.

Worauf in Fuchs-Seliger (1976a)bereits friiher hingewiesen wurde,
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besteht auch Aquivalenz zwischen (CA), (SA),und (WA)
wenn die Bedingung

(8): (vBL,B%cx)-LBL,B% £ o Blule 4]

{

vonds erfillt wird. Einer der wichtigsten Schritte im Beweis
von (WA) & (SA) besteht darin, die Transitivitdt von P unter
der Voraussetzung von (B) und (WA) nachzuweisen. Es 148t sich
auch zeigen (vgl. Hansson (1968)), daB unter (B) die Aqui-
valenz von (a) und (WA) GUTtigkeit besitzt. Im nachfolgenden
Satz wird unter anderem dieses Resultat auf eine von Hanssons
Beweismethode unterschied]iche Art nachgewiesen,.

Theorem 4,3
Erfiillt & die Bedingung (B), so gilt
() @ (WA) & (CA) & (SA) & (SA™) & (B) A (¥)

Beweis

Wie bereits gezeigt wurde (vgl. Fuchs-Seliger (1976a)).
impliziert das Schwache Axiom die Regel (a). Deshalb ge-
nigt es, die Implikation (a) = (WA) zu untersuchen. Sei
deshalb xPy vorgegeben. Unter der Annahme, das Axiom (WA)
gelte nicht, folst

(1) (aBled)ryen(8t)axen!

Von xPy kdnnen wir ferner auf

(2) (aBzeﬁo[xeh(B?)AyeBZ\h(Bz)]

1 U82 ebenfalls Element von

schliéBen. Nach Voraussetzung ist B

4. Da nach der Definition der Auswahlkorrespondenz h(B

1 2

nicht leer ist, gibt es ein zeh(B~ UB"). Hieraus folgt

zEB1 Y 2682
1. Unterfall: zeBl. pa B! ¢ BYuB? und n(BYuB?)ynel+p, impli-
ziert (a):

hely = nalus?)nsl ,
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2 1

wovon wir mit (1) auf yeh(Blth )NB” schlieRen kdnnen. Also
gilt yeh(BLuB?), und damit erhalten wir yeh(B'u82)n 82, Da
aber auch h(Bz) = h(BILJBZ)n B2 gilt, folgt yeh(Bz), im Wider-

spruch zu (2).

2. Unterfall: zeB /\Z¢Bl. Damit gilt h(BlLJBZ)n 82¢ P, und wir

erhalten wieder mit (a): h(BZ) = h(Bllsz)r1Bz. Hiervon kdnnen
wir auf xeh(B1 UBZ) schlieBen, so daB auch h(Bllsz)n Bl¢ 1]
gilt. Mit (a) ergibt sich h(B'uB%)nBl = n(l). Also gilt
th(Bl UBZ). Da yeh(Bl UBZ)rwBZ, kdnnen wir wieder mit (o) auf
th(BZ) schlieBen, im Widerspruch zu (2).

2

Haben wir noch nachgewiesen, daB die ImpTikation.  (WA) = (SA*)
wahr ist, so ist der Satz aufgrund der ihm vorangehenden Be-
merkung bewiesen. Hierzu geniigt es im wesentlichen, die Tran-
sitivitdt von V zu iiberpriifen. Seien drei verschiedene Elemen-
te x,y,z mit xVy A yVz vorgegeben. Ferner sei das Axiom (WA)

vorausgesetzt. Dann folgt definitionsgemip
(3) (asleb)ixen(Blyayenly |

(4) (3B%ef)ryen(BZ)azeB?]

1

Falls zeB! oder xeh(B!yB?)

mittelbar. Betrachten wir nun den Fall:

(5) z¢B A xgh(B!

gilt, ergibt sich hieraus xVz un-

uB?)

1 2
) 1

Da h(B" UB“) +p, gibt es Zeh(B' UB?). Aus (5) folgt ZPx, so daB
mit (WA) Z¢pl zutrifft. Also mup 2€BZ erfiillt sein, und es gilt
daher yVZ. Aus xVy AyVZ ergibt sich definitionsgemdp xWZ. Da
unter der Voraussetzung (B) mit (WA) auch das Kongruenzaxiom
(CA) erfiillt ist, folgt aus ?€h(B1 UBZ), xepl u g2 und xWZ das
Ergebnis th(B1 UBZ), also ein Widerspruch zu (5). Damit kann
(5) nicht zutreffen, und wir erhalten xVy. Setzen wir nun uP*v
voraus und nehmen vWu an, so folgt wegen der Transitivitit von V
vVu und dteht damit imWiderspruch zu (SA), auf dessen Aquivalenz
mit (WA) unter der Bedingung (B) bereits hingewiesen wurde.
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Theorem 4.4

Besteht fiir alle Bed die Auswahlmenge h(B) aus genau einem
Element, so ¢gilt die Beziehung

(a) (o) « (B)

(b)  (WA) » (WA")

(c) (CA) & (SA")
Bewetls

(a): (o) = (B) . Sei B! o BZ.

1. Fall: Bipn(B?
(B

1
)
ist, gilt Blnh

) = @. Da die leere Menge Teilmenge von h(B
2y ¢ n(sly.

2. Fall: Blnh(Bz) £ (. Daraus ergibt sich mit (q) sogleich
Blnh(B2) ¢ n(sl).

Beweis fur (g) = (a).

Sei B1 ¢ 82 ABlﬂh(Bz) # 0, Hiervon konnen wir mit (g) auf
Blﬂh(Bz) ¢ h(Bl) schliefen. Da jedoch h(Bl) nur aus einem Ele-
ment besteht, Blnh(BZ) + @ und h(BZ) ebenfalls einelementig
ist, muB h(B%) = h(Bl) gelten, so dap also h(B!) cBlnn(B?)

¢ B Nh(B er-
fullt ist.

Der Beweis zu (b) ergibt sich unmittelbar aus den Definitionen
von P, V und S, und den Beweis zu (c) konnen wir bei Richter
(1971, S. 37) nachlesen.

Zusammenfassend kdnnen wir bemerken, daB voneinander ver-
schiedene Verhaltensregeln dquivalent werden, wenn iiber die
Struktur von iSOder den Wertebereich von h gewisse Voraus-
setzungen gemacht werden
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§ 5 EXISTENZ VON AUSWAHLKORRESPONDENZEN

Wir gingen bisher von Auswahlkorrespondenzen aus und unter-
suchten die Frage, ob sie sich durch eine Relation rationali-
sieren lassen. Wir kdnnen aber auch die Umkehrung dieses Pro-
blems betrachten, indem daB wir eine Relation auf der Menge
der Alternativen als gegeben annehmen und uns die Frage stel-
len, ob zu dieser Relation eine Auswahlkorrespondenz, die durch
jene rationalisiert wird, existiert. Theorem 5.1 prdsentiert
eine LOsung fiir den endlichen Fall.

Theorem 5.1

Sei X eine nicht leere, endliche Menge und £ c2*, £ 40, pes
Ferner sei >  eine transitive und vollstdndige Relation auf X 1).
Dann gibt es eine AWK h: fr- 2X, die durch ¥ rationalisiert
wird.

Beweis
sei Bled und B! besitze die Michtigkeit k > 1.

Im Falle, daB B1 aus einem Element z besteht, kdnnen wir wegen
der Vollstdndigkeit von & h(B!) = {z} setzen.

Im Falle, daB B1 = {x,y}, bedingt die Vollstdndigkeit von p,

daf x &y vy > x erfiillt ist. Gilt sowohl x &y als auch y & x,
so setzen wir h(Bl) = {x,y}. Trifft nur eine der Beziehungen zu,
etwa x >y, so setzen wir h(Bl) = {x}.

Sei nun B1 = {Xl,...,xk} flir k > 2 und nehmen wir an, ein Ele-

ment aE{xl,...,xk_l}, mit a f-xj fur alle j mit 1 < J < k-1,

sei bereits bestimmt. Gilt xX e a, so fihrt die Transitivitdt

von ~ auf x K }»xj fur alle j < k-1, und es kann xkeh(Bl) ge-

"1 Die Bezeichnung » fiir eine Relation wahlen wir stets, wenn
ihr die Bedeutung "nicht schlechter als" zukommen soll. Die
Bezeichnung » benutzen wir, wenn die Relation die Bedeutung
"besser als" besitzt. Das Zeichen ~ steht flir "dquivalent".

Diese Relationen sollen stets die Prdferenzvorstellungen
eines Individuums widergeben.
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setzt‘werden. Gilt hingegen a }»xk, so folgt fur alle j < k,
a f—xJ, und infolgedessen kann h so definiert werden, daB
aEh(Bl). Besteht h(B) nur aus solchen bezliglich'» optimalen
Elementen von»B, so ist h rational bzgl. % .

Es gibt jedoch auch Auswahlkorrespondenzen, die sich durch
keine Relation rationalisieren Tassen. Deren Verhalten kann
durchkeine azyklische Relation beschrieben werden.

In der Definition 5.1 wird erklart, was unter einer solchen Re-
lation zu verstehen ist.

Definition 5.1

Sei » eine beliebige . .:-° - Relation auf X # §. > heiBt
"azyklisch" genau dann, wenn fir jedes k > 2 gi1t:x1 > x2‘>..
..>xk'1} X =>7(xk b xl).

Wir betrachten nun eine solche nicht rationalisierbare Aus-
wahlkorrespondenz:

X = {X,y,Z,d} ’ {Y =.{Bla---986}

h({x,y}) = h(BY) = {x}
h({x,z}) = h(BZ) = {x}
h({x,d}) = h(B%) = (4}
h({y,z}) = h(B%) = {y}
h({y,z,d}) = h(B®) = {z}
h({y.d}) = h(B®) = (y)

Gabe es eine Relation Pl, die h rationalisierte, so miifte u.a.
gelten: y 51 z, z ¥ d, d >1 x, x $1 7z und z ! y, das . hieBe
>1wéré zyklisch. Aber betrachten wir z.B. die Budgetmenge B4

4 folgt

>

so gibt es kein Element aEB4 derart, daB fir alle u€eB
7(u +1a).

Wir beweisen nun einen Satz, durch den ein Zusammenhang
zwischen azyklischer Prdferenzvorstellung und rationaler AWK
hergestellt wird,
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Theorem 5.2

Sei X eine endliche, nicht leere Menge und:ﬂ-c 2t By
p €£§” Ferner sei eine Relation & auf X gegeben und die azykli-
sche Relation » gehe aus » durch die Definition

X >y e7(x2>y) a7y > x)

hervor. Dann gibt es eine AWK h: 4o 2X, die von > rationalisiert
wird.

Beweis

Gilt fir alle Elemente x,y von X: 7 (x & y) Aa7(y & x), so kon-
nen wir flir jedes Bed h(B) = B setzen.

Gabe es in einer beliebigen Menge Bes kein maximales Element,
so konnten wir mittels der Definition 2.3 auf

(1)  (vyeB)(3zeB) [z % y]

schlieBen. Da aber X endlich ist, kann B auch nur endlich
sein, so daB aus (1) die Zyklizitdt von % folgen wiirde, im

Widerspruch zur Voraussetzung. q.e.d

Im folgenden Satz wird nicht verlangt, daP X endlich ist.

Theorem 5.3

Sei X eine beliebige nicht leere Menge von Alternativen. Ferner
enthalte & alle nicht leeren, endlichen Teilmengen von X.
Existiert eine AWK h: & » 2% und wird h durch > rationalisiert,
so ist die Relation)> , die wie in Theorem 5.2 definiert wird,
azyklisch.

Beweis

Nehmen wir an, »widre zyklisch, d.h.

(1) (3k>2)(ax}l. x&

) [xl >x2'A...A xk—1> Xk/\Xk>-X1]

Da nach Voraussetzung B = {xl,...,xk}€$3 kann wegen (1) kein
maximales Element in B° existieren, und wir erhalten einen
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Widerspruch zu der vorausgesetzten Rationalitdt von h,

Im folgenden Satz werden Bedingungen fiir die Existenz einer

AWK in einem topologischen Raum aufgestellt. Um jene exakt for-
mulieren zu kdnnen, werden zundchst einige weitere Definitionen
eingefiihrt.

Definition 5.2

Sei @ ein HausdorffscherlRaum-Dann heiBt die Relation » c OxQ
Von oben ha]bstetigﬁ wenn flr jedes x%eq die Menge

{x|x€n ax &>x°} abgeschlossen in @ ist. » heiBt’von unten halb-
stetigﬁ wenn fiir jedes x%eqn die Menge {x|X€QA>J)}x} abgeschlos-
sen in @ ist. > heiBt'stetig, wenn sie von oben und von unten
halbstetig ist.

Anmerkung 5.1

Die Menge {X[XEQ/\XO}'X} ist genau dann offen in Q, wenn
{x|xeQ ax & x®} abgeschlossen in o ist. Ebenso gilt, daB
{X|X€EQ A X f-xo} nur dann eine abgeschlossene Menge in Q ist,
wenn {x|xeq a x® % x} offen in o ist,

In Theorem 5.5 wird eine Behauptung von Uzawa (1956) unter
schwacheren Bedingungen bewiesen.

In diesem wie in den folgenden Sdtzen ist ein fundamentaler
Satz Uber kompakte Mengen von zentraler Bedeutung. Dieser
heiBt:

Theorem 5.4

Sei X eine kompakte Menge. Ferner sei flir irgendeine Indexmenge I
{Ci},iel, eine Klasse von abgeschiossenen: Teilmengen von X. Gilt
fir jede endliche Tei]mengetﬁs{ci}, daB ihr Durchschnitt nicht
iel
leer ist, so folgt auch, daB /Y C., + 0.
iel !
Beweis zu dem obigen Satz kann bei Sonnenschein (197 a,
S. 217) nachgelesen werden.

1) Ein topologischer Raum X heiBt Hausdorffsch, wenn je zwei ver-
schiedene Punkte von X verschiedene Umgebungen besitzen.
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Theovrem 5.5

Sei ?‘eine von oben halbstetige, transitive und vollstandige

Relation auf dem Hagsdorffschen iaum X

Dann existiert eine bzgl. & rationale AWK auf einer Menge;éo von
nicht lTeeren und kompakten Teilmenge von X derart, daf fiir alle
BE%, h(B) kompakt 1ist.

Beweis

Sei B eine kompakte, nicht leere Teilmenge von X. Es ist zu
zeigen:

(3x%eB?) (vxeB®) [xeB? = x° > x1

Flir beliebiges xeB® bezeichne
R(x3B%) i= {y|yeB® Ay $x}

Um das Theorem 5.4 anwenden zu konnen, wollen wir zundchst zei-

gen, daB fir jedes selN und fiir beliebige xl,...,xSeBO:

R(x13B%) nR(x%3B%) n ... nR(x5;8°) & 0.

Da B® nicht leer wund > vollstdndig ist, folgt fir s=1:

x 1 » x* und daher auch f?(xl
(

oder xzle, so daB also R(x

Wir nehmen nun an:
(vk<s)(3%) [XeR(x1:B)aR(x%;B%) n .. n R(x

BO) £ 0. Ist s=2, so gilt xl_‘rx2

LB%)A fx2,8%) £ 9.

Es sind zwei Moglichkeiten zu Uberpriifen:

1. Fall: X >x5. Hieraus folgt Xe /) R(x';B°).
i<s

2. Fall: 7 (X » x°), bzw. da » vollstdndig ist, x> X. Da

Xe /Y R(x';B%)

i<k<s
>

, erhalten wir sofort mit der Transitivitdt von

(Vi<k<s)IxSex']

so daB x%¢ M R(xi;Bo). Also gilt () R(xigBo) + p. Dieses
i<k<s i<k<s
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Ergebnis dewinnen wir fir jedes s und jedes k. Da nach Vor-
aussetzung B® kompakt und fiir alle XEBO; {z]zeX Az > x} abge-
schlossen ist, ist auch R(x;Bo) fir alle xeB® abgeschlossen,
Wir kdonnen deshalb Theorem 5.4 anwenden und erhalten das Ergeb-
nis /N R(x;B°) % @. Es gilt demnach:

x€BO

(3x%¢ f“\BO R(x;BON(Vy€eB®) [x° > y11a
X€

(vze /M R(x; B°)IwyeB®)[z > y1]
X€EBO

Erkldren wir eine AWK h: £ - 2% dadurch, daf fiir jede Budget-
menge B die Auswahlmenge h(BO) nur aus den beziiglich » besten
Elementen von B° besteht, so ist klar, daRk h rational beziiglich
> ist.

Da fiir alle xeB® die Menge R(x;BO) abgeschlossen ist und der
Durchschnitt einer beliebigen Familie von abgeschlossenen Men-
gen ebenfalls abgeschlossen ist, folgt hieraus, daB auch

M R(x;BO) abgeschlossen ist. Deshalb ist, gemdB der Konstruk-
x€Bo tionsvorschrift unserer AWK h: f%—»ZX, die Menge h(Bo) fir

jedes B%ef eine abgeschlossene Menge. q.e.d

Betrachten wir den obigen Satz genauer, so erkennen wir leicht,
da in dem zugehOrigen Beweis die Abgeschlossenheit der Menge
{x|x > x°} eine zentrale Rolle spielt. Das gleiche gilt auch
flir das folgende Theorem,das im wesentlichen auf - Mukherji
(1977) zuriickgeht.

Flir die folgenden Definitionen setzen wir eine nicht leere Menge
X und eine Relation > auf X voraus.

Definition 5.3
Die Menge {xl,...,xm}gx bildet einen "»-Zyklus von der Linge m"

genau dann, wenn x1>-x2>-.. >xm)»x1

Definition 5.4
Sei> eine Relation auf, X. m
Eine endliche Menge {x",...,x }cAcX wird "in A dominiert",
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wenn es ein y€A gibt mit:y & yay ij fir alle J = 1,...,m.

Definition 5.5

Ein ¥-Zyklus {Xl,...,xm}gAgX wird "azyklisch in A dominiert"
genau dann, wenn ein yeA existiert, derart, daB y die Menge
{xl,...,xm} dominiert und selbst kein Element eines »-Zyklusses

in A ist.

Theorem 5.6

Sei X ein beliebiger Hausdorffsche Raum und £.° eine nicht leere
Menge von nicht leeren kompakten Teilmengen von X. Gegeben sei
ferner eine Relation » auf X und fir alle xeX sei

C(x) = {y|yeXay & x} abgeschlossen in X. Dann, und nur dann,
existiert eine bzgl. # b -rationale AWK h: £° 5 2X, wenn fir
jedes Beip jede endliche Teilmenge S von B in B dominiert wird.

Bewetls

Wenn h b-rational bzgl.. > ist, so folgt fiir alle Bed und
XeEh(B):

(vyeB)[x & yi

Insbesondere gilt das auch filir jede endliche Teilmenge von B.

Un die umgekehrte Richtung der Behauptung nachzupriifen, be-
trachten wir eine beliebige Menge B%c4 und eine beliebige nicht

leere endliche Teilmenge {xl,...,xm} von B%, Die Voraussetzun-
gen implizieren, dafl die Menge R(x;Bo) = {y|yeB0 AY > X} eben-
falls abgeschlossen in B® ist. Da {xl,...,xm} in B® dominiert

wird, gibt esein yeBo mit der Eigenschaft y f-y/\y > xd, fir
m .
jo=1,...,m, so daB ye ™\ R(xI;B°). Auf diese Weise erhalten
J=1
m -
wir fiir alle melN /7N R(xJ;B°) % P. Wir kdnnen dann wieder
j=1

Theorem 5.4 anwenden und erhalten /,\O R(x;Bo) + . Die AWK kann
X€B

dann wie int Theorem 5.5 erklart werden.
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Auch die.Bedingungen des folgenden Theorems gewdhrleisten
die Existenz einer Auswahlkorrespondenz. Zur Vorbereitung fih-
ren wir folgende Definitionen ein.

Definition 5.6

Sei <yJ K> eine Folge von Alternativen aus X. <y§<k> heifft
j+1

uZ-monoton, wenn flir alle j<k gilt: y > y

Definition 5.7

Zwei Alternativen y und z heifen »- konnex, wenn es zu Jjeder
be11eb1gen Zahl N eine --monotone Folge <y > gibt mit:

n+1 & y fir n=1,...,N-1, yl =y, yk * y fir i<k = 2,...,N,
und Tim yv =z,
V>0

Definition 5.8
Eine Menge {xl, .,Xk}gB wird "in B strikt dominiert" genau
dann, wenn in B ein y existiert mit folgenden Eigenschaften:
1) y dominiert die Menge {xl, .,xk} azyklisch und

2) es gibt ein j < k mit y > xJ

Theorem 5.7

Sei <X,d> ein metrischer Raum mit der durch die Metrik d indu-
zierten natiirlichen Topo1ogie.1}Ferner sei eine voi]standige
Relation > auf X gegeben und fiir keine Alternative zeX sei das
Paar (z,z) »-konnex. Besteht 4 nur aus den kompakten Teil-
mengen (+ @) von X, so existiert eine AWK h: & - 2X, wenn fir
jedes Befr jeder »-Zyklus aus B in B strikt dominiert wird.

1Y Unter einer durch die Metrik d induzierten natiirlichen Topo-
logie verstehen wir d5e Menge der offengn Umgebungen

Ue(xo) = {X|xeXad(x,x ) <g} fir jedes x eX.

Mit d(x,xo) wird der Abstand der Punkte x und x° bezeichnet.
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Beweis

Sei C(x) = {z|zeXaz »x} flir ein beliebiges xeX. Da die Rela-
tion $ vollstdndig ist und jeder %»-Zyklus aus B in B strikt
dominiert wird, wird auch jede endliche Teilmenge von B in B
strikt dominiert (vgl. Mukherji (1977), Lemma 2). Hieraus
folgt flir jede Budgetmenge Be#, fir jedes melN und flir jede
m ——
Teilmenge {x%,...,x™cB /) R(xY;B) 0.1 Deshalb konnen wir
J=1
wieder das fundamentale Theorem 5.4 anwenden und erhalten

[ R(x;BY + P. Es gibt daher ein y% /) R(x:;B).

X€EB X€B

Aus y9%R(x:B) folgt jedoch nicht, daB auch y eR(x;B); d.h. es
muB nicht der Fall eintreten, daf fiir alle x€eB die Bedingung

y® ¥ x zutrifft. Angenommen, es gibe ein 21eB mit 7(y° » zl),
so daB also wegen der Vollstdndigkeit von » die Beziehung

z1 > yo zutrifft. Ist z1 ein bestes Element in B, so kdnnen
wir zleh(B) setzen. Ist jedoch z1 kein ~bestes Element in B, so
gibt es ein zZEB mit 22 p zl. Ist 22 bestes. Element in B, so
kdnnen wir zZEh(B) setzen. Andernfalls fahren wir auf diese Art
schrittwgise fort und erhalten eine Folge <z§=1> N mit
2t o 2T fir alle i < N

Ergibt sich bei einem Konstruktionsschritt flr irgendein s < N

und 1 <s < k 2K = 25, so bildet die Menge . { K128y
einen #-Zyklus. Nach Voraussetzung gibt es dann ein WEB derart,
daﬁg die Menge {zk—l,...,zs} strikt dominiert. Aus diesem

Grunde gibt es ein r, k-1>r>s, mit w sz, und fir alle

r+l

Pok=1 > 1 > s, trifft w }-21 zu. Indem wir z durch w ersetzen

+ . .
r+l umbenennen, erhalten wir schlief3-

und anschlieBend.wieder in z
lich, daB alle z9 fir k-1 >J > r+l paarweise verschieden sind.
Fahren wir dann in der oben beschriebenen Weise mit der Kon-
struktioq der Folge fort, so erhalten wir schlieBlich eine

Folge <z§=1' > N deren Glieder paarweise voneinander ver-

1Y K bezeichnet die abgeschlossene Hiille einer Menge A.
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schieden sind und fur die 237 e 29, 5 = 1,... ., 8-1, gilt.

Sei nun <x'> eine unendliche Fo1ge'fn'B‘dérart, dag x¥ = zV fur

v = 1,...,N und xN*keU'l' (y°) n R(XN+km1;B). Da fir jedes N
N+k
eine solche Folge <xV>, die ®-monoton ist und fir die 1im x"'=y°

V —300
gilt, gebildet werden kann, ist das Paar (yo,yo) F-konnex, im
Widerspruch zur Voraussetzung. Deshalb gilt yo » x fir alle
X€B, und wir kdnnen die Auswahlkorrespondenz so definieren,
daB fiir jedes Bed die Auswahlmengen nur aus den bezliglich 3

besten Elementen bestehen. q.e.d.

Theorem &§.8

Sei <X,d> ein metrischer Raum mit der durch die Metrik indu-
zierten natiirTichen Topologie und » eine vollstindige Relation
auf X.dr sei wie im Theorem 5.7 bestimmt.

Es gelte ferner

(a) (Vx,y,z€X) [x}»y Ay~z=>x>«z].
(b) Fiir keine Alternative veX sei das Paar (v,v) “-konhex.
(f) Jeder }-Zyklus von Bef, wird in B azyklisch dominiert.

Dann gibt es eine AWK h: d@-»ZX, die bezliglich & rational ist.

Beweis

Sei A = {xl,...,xk}gB eine endliche Menge. Gibt es ein bestes
Element V€A, so dominiert y die Menge A in B. Andernfalls gibt
es mindestens einen $-Zyklus Z1 in A. Nach Voraussetzung gibt

1 in B, das Z1 dominiert und selbst kein Glied

es dann ein y
eines »-Zyklusses ist. Infolgedessen kdnnen wir mit Hilfe der
Voraussetzungen (a) und (f) darauf schlieBen, daB yl einen an-
deren, ebenfalls vorhandenen, S-Zyklus Z2 c A azyklisch »
dominiert. oder es trifft fir alle 2622 z>-y1 zu. Da aber auch

2 1

22 von einem Element y2 dominiert wird, gilt y° &y~ oder
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yl g y2. Sind auBer Z1 und Z

handen, so kann,wie soeben beschrieben; eine Rangfolge zwischen

% hoch weitere &-Zyklen in A vor-

den dominierenden Elementen, die selbst keinen %»-Zyklus bilden,
festgelegt werden, und es gibt ein maximales Element x© in
dieser Menge der dominierenden Elemente. Kann irgendein Element
2 der Menge A, die nach Fallannahme kein bestes Element besitzen
soll, nicht in einen &Zyklus eingegliedert werden, so gilt,

. . . . 0 A
wie einfache Uberlegungen zeigen, x %> z.

Da filir jede endliche Teilmenge von B ein solches dominierendes
Element x© gefunden werden kann, konnen wir wieder das bereits
mehrfach angewandte Theorem 5.4 benutzen und erhalten

/P\ R(x3;B) = 0.

X€EB

Sei yoe 42% R(x3B). Angenommen, y9 ist nicht ein bestes Element
von R(x;B), dann kOonnen wir wie im Theorem 5.7 fortfahren, und
wir erhalten einen Widerspruch zur Voraussetzung (f).

KoroZZar 5.1

Ist die Relation > transitiv und setzen wir alle anderen Bedin-
gungen von Theorem 5.8 auBer (a) voraus, so existiert eine AWK,
die > rationalisiert.

Beweis

Es geniigt, die Bedingung (a) von Theorem 5.8 zu liberprifen. Sei
deshalb X »y Ay ~z vorgegeben, so daB per definitionem x >y A
7(y = x) gilt. Angenommen 7(x »z), so daB also wegen der Voll-
stdndigkeit von » die Beziehung z > x folgt. Da von y~z auf
Yy =z geschlossen werden kann, flihrt dies zusammen mit z 2 Xx

auf y » x, im Widerspruch zur Voraussetzung. q.e.d

Im Beweis des ndchsten Theorems findet ein interessantes Resul-
tat Uber konvexe Mengen Verwendung. Dieses von Helly (1921) ge-
fundene Ergebnis weist auf eine verbliiffende Eigenschaft des
n-dimensionalen Euklidischen Raumes hin.
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Theorem 5.10 Satz von Helly!?

Gegeben sei eine endliche Rmilie ¢f von N, N > n+l, konvexen

Mengen im R". Ferner sei fiir jede Teilmenge Téalmit

%] = n+l, /\S % @. Dann folgt hieraus, dap /\S # §.
Set Seat

Dieses Resultat wollen wir nun im ndchsten Satz verwenden.

Theorem 5.11.

Gegeben sei eine Relation pauf dem RE und fiir alle XERE sei
C(x) = {y|y€X ay » x} konvex und abgeschlossen? in R2.<ﬁw sei
die Menge der kompetitiven?® Budgetmengen d.h. Menmgen oler [orim
{x|x€R2 Apx <M} fiir p€R2+ und MeER_ . Ferner gebe es fir jedes
Bed® und fir jede endliche Teilmenge S von B mit

|S] = n+l ein x°eB mit x° f—xi, wobei x'€S und i = I,...,n+l.
Dann existiert eine AWK h:&® - ﬂRQ, die bezliglich der Relation'
> rational ist.

Beweis

1. Teil

Sei BO€£9, {xl,...,xm}gBo und m > n+l. Betrachten wir die Men-
gen R(xi;Bo) = {y|y€B° AY }-xi}, i <m, so folgt aus den Vor-

aussetzungen dieses Satzes, daB fiir jedes i < m auch R(xi;BO)

konvex ist. Nach Voraussetzung gibt es fir jede Teilmenge

A = {le,...,xjn+1}g{x1,...,xm} ein 39 ep® derart, dap X9e / \
i<n+1

R(xJi;BO). Mit dem Satz von Helly kdnnen wir dann auf die

Existenz eines x%B° mit x%e //A\\ R(XJ;BO) schlieBen.
j=1l,...,m

"1 vgl. dazu auch Eggleston (1977, S. 33-34)

2V Ist eine Relation ¥ auf X gegeben und gilt ferner, daB fir ein
x0€X die Menge {y|y€X Ay 3 xO0} abgeschlossen in X ist, so sa-
gen wir auch, daB die Relation in x~ "von oben halbstetig" ist.
Entsprechend heiBt eine Relation > "von unten halbstetig" in
X0, wenn die Menge {y|ye€X Ax0 >y} abgeschlossen in X ist.
Eine Relation heift stetig in x9, wenn sie von oben und von
unten halbstetig in x0 ist. Sie heiBt stetig auf X, wenn sie
fir alle x€X stetig in x ist.

®1 Budgetmengen der Form {x|px <M} heiBen in Anlehnung an die an-
gelsdchsische Literatur auch "kompetitive Budgetmengen".
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2. Teil

Ist m < n+l, so 1d4Bt sich zu der Menge {xl,...,xm}g B°stets
eine endliche Teilmenge A <’ B m1t Al z n+l und{ xl,. xm}4§A
finden. Da nach Teil 1 fiir alle xVe A ein x%€B° mit x0 » xV
existiert, trifft das insbesondere auch fir x1 X" zu, so

daB wir auch in diesem Fall /R (x';B°)#p erhalten.
: i<m

3. Teil

- B° 1st eine kompakte Menge. Das gleiche gilt auch fir R.(X;BO) fur
X &B . Auperdem wurde in den Teilen 1 und 2 dieses Beweises
bere1ts gezeigt, daf fir Jedes nle N und flr beliebige Alter-
nativen x1 c X ’BO /ﬁ\R ) +0. Damit gibt es nach
Theorem 5.4 ein x°%¢ /”“B R(. J BO) , und wir konnen auf analoge
Weise wie in den vorangehenden Beweisen eine beziiglich der
Relation & rationale AWK konstruieren. q.e.d.

Es sol] nun noch der Beweis dafiir erbracht werden, dap die

unter den Voraussetzungen des Theorems 510 erhaltene AWK h: 459
+2X flir jedes (po, MO ) € E& x R von oben ha]bstet1g ist, falls
die Menge C—l (x) = {y lye X/\x.ky} fir alle xe IR abgeschlossen
in IRE ist. Aus diesem Grunde fihren wir folgende Begriffe ein:

(vgl. G. Debren: Existence of Competive Equibibrium in Hand-
book of Mathematical Economics Volume 2 (S. 698 und 701))

pefinition 5.9
Sei A e RrR", SEIRn und ¥ : A~ B eine Korrespondenz. Ferner
sei x° €A.

1)*¢: A- heifit "von obenhem1 stetig" in x° genau dann, wenn

es eine Umgebung von x', Tne der p beschrdnkt. st und
flir jede beliebige Folge <x%> in A mit 11m x‘1= x und fir
jede, Eo]ge <y % in B mit yq-ew( 4 und 11m y 4= y® €B folgt,

~daB y° ep(x°). o qre
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2) ¢:A-B heiBt "von unten hem;stetig" in x° genau dann, wenn
yoew(xo) und wenn filir jede beliebige Folge <x9> in A mit
T1im quxo eine Folge <yq> in B existiert derart, daB
q-—>oo

yqew(xq) und Tim yq=y0
q—>oo

3) v:A-B heiBt "stetig" in x%, wenn Y von oben und von unten

‘7umf§hﬁj in x% ist.
{

Korollar 5.2

Wird zu den Hypothesen von Theorem 5.1% noch die Voraussetzung:

C_l(x)={ylyEXAxgy} ist abgeschlossen in R2 flir alle xERE

0 R"
hinzugenommen, so existiert eine AWK h:ig -2+ , die von oben

hEWW&tetig und beziiglich der Relation » rational ist.
n+l .

Beweis: Sei (p§,M7) eine beliebige Folge aus dem R++ mit

Tim (pq,Mq)=(po,Mo)eR2+ X R+. Ferner sei <yq> eine Folge aus
q->oo

Ry mit ylen(p?,m%) und 1im y9=FeR] . Es ist zu zeigen, daB
- q—>oo
yen(p®, M),

AngenommenA§¢h(po,Mo). Von pq-yqéMq konnen wir auf poysMo

schlieBen. Daher gilt yeB(p°,M°).

Aufgrund von h(pO,MO)¢Q gibt es ein zoeh(po,Mo) derart, daf
7(?520). Da die Mengen €(z%) und C"l(y) abgeschlossen sind,
missen die Komplementédrmengen dieser Mengen offen sein. Daher
gibt es ¢',e¢">0 mit der Eigenschaft:

(1) (vyel_, (§))(vzeU_u(2°)) [7(yrz)].

Die Ungleichung p°z°sM® fihrt auf Tim p9-2z%1im M9, Deshalb
q—>oo q—>oo

existiert eine natilirliche Zahl N (¢') mit der Eigenschaft, daB

fir alle g>N(e") B(pq,Mq)n Ueﬂ(zo)#ﬂ zutrifft. Ebenso gibt es ein

N(e') derart, daB filir alle g>N(g') y%e ue.(y). Weahlen wir
N=max{N(e'), N(g")} , so ist fiir alle g>N quUen (y) erfullt,
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und es gibt ferner fir jedes q>N ein X9 e B(p3,M9)n Ug(zo).
Dieses Ergebnis fiihrt mit (1) auf 7(yqj—§q). Aber yqeh(pq,Mq)
und h ist rational beziiglich der Relation », so daB hieraus
ngﬁiq folgt, was im Widerspruch zu dem vorangehenden Ergebnis
steht. Damit haben wir die Annahme zu verwerfen und erhalten
Yeh(p®,m°).

Anmerkung 5.2

Durch das obige Theorem wurde nachgewiesen, daB die Transiti-
vitdt der Prdferenzrelation nicht vorausgesetzt werden muf, um
eine rationale AWK konstruieren zu konnen. Dies hat zur Folge,
daB "rational handeln" nicht mit "transitiv handeln" gleichzu-
setzen ist.

Mit diesem Problem hat sich schon Sonnenschein (19715ﬁause1n;
andergesetzt. Er konnte als erster nachweisen, daB zu einer
gegebenen Relation x eine Auswahlkorrespondenz auch dann exi-
stie%t,HWénn diese Relation nicht transitiv ist. Sonnenschein
setzt aber auch die Vollstandigkeit der Relation 2> voraus.
Diese Forderung haben wir in Theorem 6.10vermieden, indem wir
an ihre Stelle die Voraussetzung setzen, daB jede n+l - elemen-
tige Teilmenge der Budgetmengen B von einem Element xeB domi-
niert wird.

Im nachsten Theorem wird das Ergebnis von Sonnenschein (1971,
Theorem 4) ohne Beweis wiederholt. Um dieses in angemessener
Weise formulieren zu kdnnen, definieren wir noch die Mengen

1 21,
S* und S*:
Sei X<IR" ein Konsumraum und > eine Relation auf X,
st i= {(p.MeR™ ! pe IR" A MeIR A (3xeX<IR") [pxM]},

31 = {(p,M)eSt|((IxeX) [pxsMIa(VyeX) [pysMl)= xsy}.

Theorem 5.12

Sei X eine kompakte und konvexe Teilmenge des IR" und & eine
vollstdndige, von oben halbstetige Relation auf X. Ferner sei
fiir alle xeX die Menge P(x)={yeX|ym=x} konvex. Dann gilt:
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~

1) sl =5

2) Es gibt eine Nachfragekorrespondenz h:IRan+ X mit
h(p,M) = {xeX|pxsMa (YXx'eX)[px'sM = x>x']}.

1

In den folgenden beiden, im wesentlichen auf Uzawa (1971,5.23-25)

zuriickgehenden Satzen, beschranken wir uns wieder auf kompe-
titive Budgetmengen, d.h. auf Mengen der Form B(p,M)={x|pxsM},
wobei peIR2+ und MeIR+ oder MelR, . Solche Budgetmengen werden
in der Nachfragetheorie betrachtet, so daB auf diesem Gebiet
:das vorangehende und das unmittelbar folgende Theorem Verwen-
dung finden.

Handelt es sich um Auswahlkorrespondenzen auf der Menge der
kompetitiven Budgetmengen, so wollen wir diese fast immer
Nachfragekorrespondenzen bzw. Nachfragefunktionen nennen.
Anstelle von h(B(p,M)) werden wir zur Abkiirzung auch hdufig
h(p,M) schreiben.

Da der Beweis des sich anschliefenden Theorems 5.1% im wesent-
lichen so verlauft wie derjenige zu Theorem 5.5, soll von einer
Ausfiihrung hier abgesehen werden (vgl. Uzawa (1971,S.23-24)).

Da unter den Voraussetzungen des ndchsten Satzes die Nachfrage-
funktion das Starke Axiom erflillt, missen wir dieses Postulat
zundchst fir kompetitive Budgetmengen formulieren. Entsprechend
werden dann auch die Relationen revealed vorgezogen (R) und
indirekt revealed (R*) definiert.

Definition 5.10
Sei h:IR2+xIR2 »IRQ ,» x=h(p,M), eine Nachfragefunktion.
XRy e (3(p,M))Ix=h(p,M)a pyspx A x#yl.
xR*y :¢  XRy v(Exl..xk)[xRxlA..Akay].
Schwaches Axiom (WA'')
xRy = 7(yRx)
Starkes Axiom (SA'')
xR*¥y = 7(yR*x)
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Theorem 5.13

Sei I}d1e Menge aller Budgetmengen der Form {erRnlpx<M} fiir

peIR und Me IR _ . Ferner sei * eine auf IR+ erkldrte Relation
mit fo]genden Eigenschaften:

P I : #sidist irreflexiv, d.h. (Vxe RZ){7(X&X)],

P Il : &> ist transitiv , ’

P III: (VX;yS‘RE)[XfY = X%y] L ,

P IV : (Vx,yeIRn)[7(y>x) = Ax+(1-\)yryl, Vrel0,1[
PV : {xeIR" |y}x} ist offen in IRQ fur alle yeIR
Dann gibt es eine Nachfragefunktion h ﬂaIRn, X= h(p M), die die

Budgetgleichung peh(p,M)=M und das Starke Ax1?mAs{fu11t
5 1

Den Beweis des folgenden,ebenfalls auf Uzawa zuriickgehenden
Satzes,wollen wir - etwas modifiziert - ausfiihren (vgl. (1971),
S.24-25)

Theorem 5.1 4

Sei % eine auf IRE erkldrte Relation mit den Eigenschaften
PI- PV und

P VI : vze RY: {xe R}|x»z} ist offen in IR,

Dann gibt es eine bzgl. & rationale Nachfragefunktion
h'IRn xIR eIRn, x=h(p,M), mit dem wﬁgggbere1ch IR++,
Budgetg1e1chung und das Starke Axiom erfiillt und stetig

die die
beziiglich p ist.

Bewels

Infolge von Theorem 5.12 genligt es nachzuweisen, daB fir alle
X81R2+ eine Preissituation (p,M) existiert und daB ferner h
beziiglich p stetig ist.

Sei deshalb x°%>0 vorgegeben. Wir zeigen zundchst, daB die
Menge V := {x|XeIR21\x>xo} konvex ist.

xzy :el(vign) [x;zy;]
x>y :e(visn) [x,zy; A 3jsn: xj>yj]
x>y :e(vicn) ‘xi>yi
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Fir beliebige xl,xzev, xl*x2

(1) x1>x0 A x%&xo
1. Fall: xlkxz. Hieraus kann wegen PI und PII nur 7(x2}x

» gelte

Y
folgen. Mit PN kommen wir zu dem Ergebnis
((1-))x +Ax2)>x2, flir 0<A<l, so daB hiermit
((1-1)x +xx2)»x°gnt.

2. Fall: Von =7(x >x ) konnen wir ebenfalls mit PIV und PII auf
((1-2)x

V und wegen P1I x® nicht Element von V sein kann, folgt

'_||._||_||._.|

+A X )»xo schlieBen. Da nach Konstruktion von

mit einem Separationstheorem lber konvexe Mengen
(vgl. Fenchel (1953),S5.47):
(2)  (3p*0) (vxe RY)[xeV=pexzpx°1.

° die Beziehung x}xO und damit

Da ferner wegen PIII fiir alle x=x
xeV erfiil1t ist, muB wegen (2) pz0 gelten.

Haben wir nachgewiesen, daB

(3)  (vxeV)[px>px°]

gilt, so gewinnen wir hieraus das Ergebnis 5eIR2+
Angenommen: (HieIRE)[iev'A5§=5x0], so daB also x¥x° folgt.
Infolge von PVI erhalten wir:

(U, (X)&V) [vxeU, (x) = x9x°1.

Da p=*0, konnen w1r auf

(HxleU (X ))[x +x°% A px%>px 1

schlieBen. Das ist aber ein Widerspruch zu (2).

Aus (3) gewinnen wirhnun:

(anIRQ)[ﬁxéﬁxo =>‘7(x}'x0)].

Wahlen wir MO=5'xO, so ist x° ein beziiglich ¥ maximales
Element in B(ﬁ,MO). Angenommen, es gibe neben x° noch ein
beziiglich » maximales Element x1 in B(ﬁ,MO), so daB also
V(XOPXI) zutreffen wirde! Mit P IV erhielten wir fir z= 5;4-5;
die Beziehung z4x%, also einen Widerspruch zur Definition
des maximalen Elementes. Definieren wir nun die Nachfrage-
funktion h durch

x%=h(p,M%). fiir jedes x’e R 2+

so ist h rational beziiglich der Relation %».
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Um die Stetigkeit von h bzgl. p zu Uberpriifen, beweisen wir
zundchst fiir beliebiges (p,M)>0 die Kquivalenz:

x® ist maximales Element in B(p,M) beziiglich der Relation

(o) px°=f
© n - 0= 0

(B)  (vxe IR_)[x>0Apx~>px= x"4x]
Die Behauptung "=" ist offensichtlich wahr.
Beweis fir "«": x° erflille die Eigenschaften (a) und (B)!
Es gilt daher, daB x%eB(p,M). Fiir ein beliebig gewihltes
xeB(p,M) erhalten wir:

(3 Folge <Xk>)[Xk>OA Tim x
koo

Die Bedingung (B) flhrt zu xokxk, so daB wegen PI und PII
die Beziehung 7(xk}xo) erfillt ist. PVI liefert dann so-
fort =2(Xex’). Deshalb ist x° in B(p,M) ein beziiglich &
maximales Element.

K _ %A px%>px "1,

Dieses Ergebnis versetzt uns nun in die Lage, die Stetig-
keit von h beziiglich p beweisen zu kdnnen. Sei deshalb
(4) <p¥,m'> eine Folge mit Tim(p",M¥)=(p,M).
V>0
Da die Budgetgleichung vorausgesetzt wurde, ist <h(pV,MV)>
eine beschrédnkte, unendliche Folge, so daB nach dem Satz
von Bolzano-Weierstrass eine konvergente Teilfolge
<h(pYk,MYKys von <h(p¥,m¥)> mit
Tim h(p'k,mVk) = %O
Vi
existiert. Es wird nun nachgewiesen, dap x° die Bedingungen
(a) und (B) der zuvor bewiesenen HKquivalenz erfillt.
Zu (o): Da unter den Voraussetzungen dieses Satzes die
Budgetgleichung erfillt ist (vgl. Theorem 5.13), gilt:
p'k h(pYk,mVk) = mVk und damit
peX° =M
Zu (B): Sei X ein beliebiges Element, fiir das die Unglei-
chung pX<M gelte. Dann impliziert (4):

(5) (aN°gIN)(vk)[vk>N°=>ka.2<MVk].

Da h m-rational bezliglich % ist und ferner
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hip'k,MYKye(p¥k,m¥k), folgt mit (5)
7(xrh(p'k,m'k))

PV fiihrt hiervon auf 7(X¥X°). Also gilt

(6) (VXEIRn)[5x<M=$7(x}§O)].

(7) Annahme: ngw)

px<M A 7(X"#X)]
~0 ~
Hieraus folgt fiir x—é7+% mit P1IV x}x Da px=B%~ Bﬁ R

konnen wir infolge unserer Annahme in (7) auf
pXx<M schlieBen und erhalten einen Widerspruch zu (6).
g.e.d.

Anmerkung 5.3

Wie aus dem vorangegangenen Beweis hervorgeht, folgt aus P IV,
daB in jeder Budgetmenge genau ein beziiglich & maximales Ele-
ment x existiert. Deshalb gewinnen wir aus den Voraussetzungen
des obigen Satzes eine bezliglich ¥ rationale Funktion. Ohne

PIV konnten wir jedoch nur eine beziiglich der Relation » ratio-
nale Korrespondenz erkldren.

Fir die Formulierung des ndchsten von W. §hafer (1975) gefun-
denen Satzes ist die Einflihrung der folgenden beiden Defini-
tionen sinnvoll.

Definition 5.11

Die kleinste konvexe Menge, in der eine Menge XgIRn enthalten
ist, heiBt konvexe Hille von X. Die konvexe Hille einer Menge
von Punkten {x } Y wobei S eine Indexmenge ist, werde mit
[x1]18 beze1chnet

Definition 5.12

Sei P e1ne asymmetrische Relation auf ACIR Ferner sei xeA
und yeIR und x*y. Dann gelte

xPy e (ElpeIRn YIpx=1A py<la (Vz)[sz=>pz>1]]
Mit P(x°) bezeichnen wir die Menge {xlerR A xPx°} und mit
P(xo) die Menge {XIXEIR A xPx°} .
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Theorem 5.15

ei P eine Relation auf dem IRE mit folgenden Eigenschaften:

a) P ist asymmetrisch,

b)  (¥x,ye RL)[(x¢PTYT A (30el0,10) [ax+(1-a)yeP(x)]

c) Fiir alle xaIRE gehort x selbst nicht zur konvexen Hiille
von P(x), R

) (Vx,ye RY)[xeP(y) = xeP(y)],

) (Vx,yeIRE)[XEFT§T=>y¢P(x)],

) (vxe RE)IP(x)#01,

) P ist azyklisch.

S
(
(
(

(d
(e
(f
(g
Dann gibt es eine bezliglich P rationale Nachfragefunktion
h:IR2+X{1}+-IR2, bzw. h:IR2++-IR2, die das Schwache Axiom (WA''")
und die normierte Budgetgleichung

n 3
(vpe R" ) [peh(p)=1]
erfiillt.

Anmerkung 5.4

Die Bedingung (e) verhindert die Existenz einer Nutzenfunktion,
der die folgende . graphische Darstellung entspricht

Abb. 1




45~

Betrachten wir Abbildung 1 und nehmen wir an, X gehSre zu der
Indifferenzkurve mit der Gleichung u=10 und zu keiner anderen,
so gilt XeP(y) und yeP(X). Dieser Fall wird jedoch durch die
Voraussetzungen von Theorem 5.15 ausgeschlossen. '

Wir beweisen nun Theorem 5.1 5

1. Teil: Zundchst wird nachgewiesen, daB fir jede endliche,
nicht leere Menge {xl,..,xm}gIRQ die Bedingung

. ) '
[XJ]Jém _(_:_ é\mx P(XJ)
zutrifft. Wir betrachten deshalb ein beliebiges ze[xJ] und

- m
nehmen an, fiir alle jsm wiirde z¢P(xJ) gelten. Diese Annahme

fithrt mit Voraussetzung (b) fir jedes jsm auf ein uje]O,l[ mit

der Eigenschaft (qu+(1 O s J)Pz. Da z nach Voraussetzung eine

) X
J
Konvexkomb1nat1on)der xJ, fiur jsm, ist, muB z auch eine Konvex-
kombination der Punkte, die der Gleichung ajz+(1—a.)xJ geniigen,

J
sein. Infolgedessen ist z Element der konvexen Hiille von P(z),

im Widerspruch zu (c).

2. Teil: Wir zeigen nun:

() P{y)nB(p) =0,

yeB(p) N
wobei B(p) die Menge {XIXEIREA pxsl} bezeichnet.
Nach Teil 1 dieses Beweises gilt fir jedes seIN und jede end-
Tiche Menge {yl,..,ys} <B(p) die Beziehung [y’ ]1<s~ §?éP( YNB(p).
Ferner ist P(y')nB(p) fiir alle is<s eine abgeschlossene Menge,
so daB wir wieder mit Theorem 5.4 auf
(1) /Y PyTnB(p)+0

yeB(p)

schlieBen kdnnen.

3. Teil: Wegen unseres Ergebnisses in Zeile (1) gibt es ein

X € /ﬂ\ P( ) NB(p). Es soll nun folgendes gezeigt werden:
yeB(

1) Fir beliebiges xieX, wobei isk und X ein linearer Raum ist,

m . .
heiBt z= X y1x1, Oéyigl, eine "Konvexkombination" der x'.
i=1
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(a) zeP(x) = pz>1

(b) px = 1.

Sei zeP(X), so folgt aus der Annahme pzsl mit dem 2. Teil des
Beweises, daB ieﬁ(i). Deshalb konnen wir mit (e) auf zgP(X)
schlieBen, so daB wir einen Widerspruch erhalten. Also gilt
fiir alle zeP(X) die Beziehung pz>l. Hiervon konnen wir sofort
fiir alle zeP(x) auf die Beziehung pzzl schlieBen. Van XeB(p)
und XeP(X), gelangen wir dann zu px=1l.

4. Teil: Es soll nun gezeigt werden, daf fir beliebiges yeB(p)
und X#y XPy zutrifft. Die Ergebnisse von Teil 3 fiihren jedoch
sofort auf xeP(y) und mit (d) zu der Folgerung xeP(y).

Nach Teil 4 wissen wir, daR nur X bezliglich der Relation P
bestes Element in B(p) ist, so daB wir wieder h(p)=x setzen
kénnen und auf diese Weise zu einer beziiglich P rationalen
Funktion gelangen, die nach Teil 3 die normierte Budgetglei-
chung p‘x = 1 erfiillt.

Um das Schwache Axiom (WA'') zu Ulberpriifen, betrachten wir X,y
mit xRy. Dann gilt gemdB Definition 5.10

(2) (3pe RY, ) Ix=h(p) A pysll.

Da h rational bezliglich P ist, folgt aus der Annahme yRx auch
yPx und mit Teil 3 dieses Beweises py>1l, im Widerspruch zu (2).

Die Ergebnisse von §5 susammenfassend soll festgehalten werden,
daB zu gegebener Relation ¥ auf einer Menge X unter diversen
Bedingungen eine Auswahlkorrespondenz, die ¥ rationalisiert,
gefunden werden kann¢ Die Existenz einer solchen Auswahlkorres-
pondenz wird stets mit Hilfe der sogenannten finite inter-
section property lber kompakte Mengen gewdhrleistet. Von
zentraler Bedeutung sind diejenigen Ergebnisse, in denen

auf die Existenz von Auswahlkorrespondenzen geschlossen wer-
den kann, ohne daB die zugrundegelegte Praferenzvorstellung
transitiv ist. Eine grundsdtzliche, Jjedoch nicht mathematische
Frage ist die, ob der Marktteilnehmer entsprechend seiner
Priferenzvorstellung handelt und ob sein beobachtetes Ver-
halten auch tatsdchlich mit der aus seiner Prdferenzvor-
stellung deduzierbaren
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rationalen Auswahlkorrespondenz iibereinstimmt. Im Rahmen dieser

Abhandlung ist es jedoch nicht sinnvoll davon auszugehen, daB
nieft .
letzteres zutrifft.
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§6 Beziehungen zwischen Auswahlkorrespondenzen und
rationalen Verhaltensregeln

6.1 EinfluB der Verhaltensregeln auf die Rationalisierbarkeit

In diesem Paragraphen wollen wir den Zusammenhang zwischen den
rationalen Verhaltensregeln und den Eigenschaften der Auswahl-
korrespondenzen untersuchen.

Wie durch das nachfolgende Lemma auf leichte Weise einzusehen
ist, erfiillt jede beziliglich einer Relation * rationale Aus-
wahlkorrespondenz h die Regel

(8): B'<B? = (810 n(8%) ch(sl)].

Lemma 6.1

Sei hvﬂe—ZX eine beliebige Auswahlkorrespondenz und > eine
Relation auf X, durch die h rationalisierbar ist.
Dann erfiillt h auch die Auswahlregel (B).

Beweis

seien B,8% & und B <BZ. Fiir ein beliebiges xesln h(B%) folgt
dann:

(1) (VyeB%) [7(ysx)].

Da Blg:BZ, trifft (1) auch auf alle yeB1 Zu, so daBl x ein

maximales Element von B1 ist und infolgedessen zu h(Bl) gehort.

Lemma 6.2

Ist h:db 2X eine AWK, die eine gegebene vollstdndige und tran-
sitive Relation * rationalisiert, so erfiillt h auch das
Schwache Axiom (WA).

Bewetls

Sei x,yeX mit xﬁy.

Angenommen ‘es gelte yVx. Hieraus folgt dann nach Definition 3.3
(aBoeia[yeh(Bo)A xeB%1, so daB hiermit auch yx erfiillt ist.

Da xPy vorausgesetzt ist, erhalten wir
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1

(1) (3BYed)ixen(Bl) A yeBlnn(al)1.

Hiervon konnen wir auf

‘(HzeBl)[z>y]
schlieBen. Wir erhalten nun wegen der Transitivitdt und Voll-
standigkeit der Relation? =z¥x. Dann aber kann x wegen der vor-
ausgesetzten Rationalitdt von h bzgl.¥ kein Element von h(Bl)
sein, im Widerspruch zu (1).

Lemma 6.3

Sei h: &~ ZX eine AWK, die beziiglich einer asymmetrischen und

)
negativ transitiven L Relation > rational ist.
Dann erfiil1t h die Bedingung

(a): (vB',B%e£) 1B cB? A Blnn(BZ)+0 = n(Bl)=8lnn(8%)].

Bewetls

Sei Blng ABlﬂh(Bz)*¢. Fiir ein beliebiges xosh(Bl) folgt nach

Voraussetzung:

(1) (VyEBl)[v(y>x0)].

1

Da B ﬂh(82)¢¢, gibt es ein 20¢p1

nh(B%), so daB
(2) (VzeBZ)[v(z}zo)]

und mit (1) 7(z°}x0). Die negative Transitivitdt von % fiihrt
dann mit (2) auf (VZeBz)[7(z>xo)], so daB also x° zu Blnh(Bz)
gehdrt. Da die Umkehrung Bl h(BZ) (Bl) offensichtlich gilt,
ist die Behauptung erfiillt. g.e.d.
Setzen wir zusdtzlich voraus, daB alle Teilmengen von X der
Machtigkeit 2 in<> enthalten sind, so kdnnen wir sofort mit
den Theoremen 4.1 und 4.2 und Lemma 6.3 auf den folgenden Satz

schliefBen:

)
1 Eine ReTation PcqQxQ heiBt negativ transitiv

to (VX,Y,2eQ)[9(xPy) A 2(yPz) = 7(xPz)]
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Theorem 6.1

\
Sei ¥ eine negativ transitive und asymmetrische Relation auf

einer nicht leeren Menge X und h:dr> ZX

eine beziiglich

rationale AWK.

a) Sind alle zweielementigen Teilmengen von X in £ enthalten,
so erflillt h das Schwache Axiom WA.

b) Sind alle zwei- und dreielementigen Teilmengen von X Ele-
mente vond>, so erfiil1t h auch das Starke Axiom GA)und das

Kongruenzaxiom CA).
Aus Lemma 6.3 und Theorem 4.3 folgt ebenfalls unmittelbar:

Theovrem 6.2

Sei h:f~ 2X eine AWK und -4 enthalte mit zwei Mengen B1 und 82

stets auch ihre Vereinigung. Ferner sei h beziiglich der nega-
tiv transitiven und asymmetrischen Relation % rational. Dann
erflillt h auch das Starke Axiom und das Kongruenzaxiom.

Theorem 6.3

Erfillt h:dr- 2X das Schwache Axiom, so existiert eine re-
flexive und vollstdndige Relation, die h rationalisiert.

Bewetls

Definieren wir die Relation V° durch
xVOy to xVy v 7(yVx), VX,yeX,
so ist klar, daB VO reflexiv und vollstandig ist. Unsere
Aufgabe ist nun noch zu iiberpriifen, ob h rational beziiglich vO
ist. Sei deshalb Boe4}vorgegeben. Es ist evident, daB
h(B®) < {z|zeB® A (vyeB®)[2V°y1}.
Sei umgekehrt

(1) 7eB® A (vyeB®)1zV°y]

erfiillt. Nehmen wir an, z¢h(B%), so gibt es ein zosh(BO) derart,
daB z°PZ zutrifft. Mit dem Schwachen Axiom folgt hieraus

7(zVz°), was einen Widerspruch zu (1) darstellt, womit der
Satz bewiesen ist.
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Wie M. Richter (1971, S.33) bereits herausgefunden hat, ist
das Axiom (VA):

(VyeX) (vBef)[ (yeB A (YueB)[yVul) = yeh(B)]

notwendig und hinreichend fiir die Rationalitdt von h:ﬁ*e—ZX.

Theorem 6.4

Eine AWK h: 4~ 2X ist genau dann b-rational, wenn sie das
Axiom (VA) erflllt.

Beweils

1. h sei b-rational,.
Dann gibt es eine Relation G mit der Eigenschaft, daB h
b-rational bezliglich G ist, d.h.
h(B) = {x|xeB A (VyeB)[xGyl} fir alle Befn
Sei yeB mit (vueB)[yVul gegeben.
Dann folgt hieraus filir ein beliebiges ueB:
(38led) yen(Bl) A ueBly,
und damit yGu. Infolgedessen gilt flir alle ueB yGu, so daf
also yeh(B).
2. Da sich das Axiom (VA) Teicht in
(vBef) [h(B) = {x|xeB A (VyeB)[xVyl}]
umformen 1dBt, sehen wir hieraus unmittelbar, daB unter
Voraussetzung dieses Axioms h b-rational beziiglich V ist.
qg.e.d.

In Anlehnung an M. Richter (1971) definieren wir flr eine AWK
h die Begriffe "reflexiv-rational", "total-rational" oder
"transitiv-rational",wenn h bzgl. einer reflexiven, vollstdn-
digen oder transitiven Relation b-rational ist; h heiBt regu-
ldr-rational, wenn h bezliglich einer vollstandigen und transi-
tiven Relation rational ist.

Aus Theorem 6.4 folgt durch einen kurzen Beweis (vgl. Richter
(1971),S.34):
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Theorem 6.5

Jede b-rationale AWK h:f~ 2X ist reflexiv-rational.

Beweils

Da eine b-rationale AWK h das (VA)-Axiom erflillt, kOonnen wir
eine reflexive Relation G dadurch definieren, daB wir fiir
irgendzwei Elemente x,yeX: xGy :e [xVyvx=yl festsetzen.
Fir ein beliebiges Bef und zeh(B) folgt fiir alle yeB zVy, so
daBB also auch zGy erfiillt ist. Gilt andererseits

xeB A (VyeB)[xGyl, so kdnnen wir hiervon auf

(1) xVy v x=y, VyeB,

schlieBen. Da h(B)#, gibt es ein z%ch(B).
Angenommen x¢h(B), dann gilt z%x und wegen (1) xvz°.
Hieraus folgt
(BBlef)[xeh(Bl)A 20881].
Da XEBl, erhalten wir xVx. Filr alle y aus B; die ungleich x
sind, gilt nach (1) xVy.
Aus diesen beiden letzten Resultaten gewinnen wir aber:
(VyeB)[xVyl, so daB schlieBlich mit Hilfe von (VA) xeh(B)
folgt, was einen Widerspruch zu unserer Annahme bildet.

Theorem 6.6

Erfillt h: b 2% das Kongruenzaxiom (CA), so ist h transitiv-
rational .

Beweis

Genligt die AWK h dem Kongruenzaxiom, so kann eine Relation G
durch

xG*y te [xWy vx=yl, Vx,yeX
definiert werden.
Wie wir unmittelbar einsehen, ist G* transitiv. Der Beweis von
Theorem 6.5 kann dann direkt libernommen werden.
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Theorem 6.7

Sei h:‘ﬂa~2X eine AWK, und 4> enthalte alle zweielementigen Teil-
mengen von X. Ist ferner (a)(vgl. Lemma 6.3) erfiillt, so ist
h vollistandig-rational.

Bewetls

Wir definieren die Relation Gl durch

xGly 1o (x=y v (x*y A xeh({x,y¥}))).
Es ist klar, daB diese Relation vollstandig ist. Um nachzuwei~-
sen, daB h auch rational beziiglich G1 ist, betrachten wir ein
beliebiges Bef. Es seien ferner xeh(B) und yeB vorgegeben.
Gilt y=x, so folgt per definitionem ialy. Betrachten wir nun
den Fall, daB X#y. Da xeh(B)n{X,y} und {Xx,y}<B, so folgt aus
(a): h({x,¥})={x,y}n h(B). Damit ist xeh{{X,y}, und es gilt
iely. Es folgt daher Xxe {x|xeBa (VyeB)[xGly]}.
Sei umgekehrt XeB A (VyeB)[RGLyl. Da h(B)+0, gibt es ein zeh(B).
Gilt X=z, so folgt Xeh(B) sofort. Im Falle jedoch, daB X%z,
impliziert die Definition von Gl, daB RXeh({X,y}) zutrifft. Da
ze h(B) n{X,z}, kdnnen wir mit (o) auf Xeh(B) schlieBen.

Als ndchstes wollen wir nachweisen, daB eine AWK h unter
Voraussetzung des Starken Axioms (SA) beziiglich der Relation
P¥ rational ist.

Theorem 6.8

Eine AWK h:&- 2", die das Starke Axiom (SA) erfiillt, ist be-
ziiglich einer azyklischen und transitiven Relation rational.

Bewetis

Es soll gezeigt werden, daB die Relation P*, die offensichtlich
transitiv ist, die Behauptung des Satzes erflillt. Sei deshalb
Boaﬁ*vorgegeben. Es ist zu zeigen:

h(B°) = {x|xeB® a(732eB%)[2zP*x]1}
bzw. h(B®) = {x|xeB® A (vzeB?)[7(zP*x)1}.
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1. Sei xeh(Bo)und yeBO, so folgt aufgrund des Starken Axioms

*
1(yP X)) . |
2. Es werde umgekehrt nun vorausgesetzt, daB

(1) zeB® A (vyeB®)[2(yP¥z) I

zutrifft. Aus der Annahme ;z¢h(Bo), folgt
(BxeBo)[xeh(Bo) AxPz1.
Dieses Ergebnis steht aber im Widerspruch zu (1).
3. Wir zeigen nun, daB p¥ azyklisch ist. Seien deshalb eine

naturliche Zahl kz2 und xl,..,xkeX mit x1

k

X
P"x™ A..A X P x

gegeben. Hieraus folgt le*x , so daB aufgrund des Starken

2 k-1p% k

Axioms 7(kax1) zutrifft. Die Annahme ka*x1 fihrt schlieB-
lich =zusammen mit wip*ykauf w1p* 1 ynd damit
1.1

zu 7(x"Vx"). Aufgrund der Definition von P* wissen wir aber,

1 1

eh(Bl) existiert.
Vxl).

ein Bleﬁ-mit X
1

da infolge von le*x
Das ist aber ein Widerspruch zu 7(x

Anmerkung 6.1

Wird der Definitionsbereich & von h dadurch eingeschrdnkt, daB

er mit zwei Mengen stets auch ihre Vereinigung enthalten soll
oder daBB alle dreielementigen Teilmengen von X in 4 enthalten

sein sollen, so kann in Theorem 6.8 anstelle des Starken Axioms

das Schwache Axiom gesetzt werden. Die Behauptung des Satzes
unter diesen Voraussetzungen folgt dann mit Theorem 4.3 bzw.
mit Theorem 4.1.

Theorem 6.9

Sei h:dy 2X eine AWK und & enthalte alle zwei- und dreiele-
mentigen Teilmengen von X (|X|23). h erfiillt genau dann das
Starke Axiom (SA), wenn h reguldr-rational ist.

Bewetls

Sei h reguldr-rational. Aufgrund des Korollars 4.2 geniigt es
nachzuweisen, daf3 die Bedingung
(a): B'<B? A Blan(8%) + 0 = n(8l) =8lnn(s?)

erflillt ist. Diese ergibt sich sofort mit Lemma 6.2 und

1

]

6

.8
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Korollar 4.2. Setzen wir umgekehrt das Starke Axiom voraus, so
ist nachzuprifen, ob h durch eine transitive und vollstdndige
Relation rationalisiert wird. Wir werden zeigen, daB V eine
solche Relation ist. Da aus der Definition von V unmittelbar
h(B)  {x]|xeB a(vyeB)I[xVyl}, vBed, folgt, setzen wir nun voraus,
daB zeB A (VyeB)[zVyl. Da h(B)#0, gibt es ein Jeh(B). Also gilt
zVy. Wie im Korollar 4.2 nachgewiesen wurde, ist das Starke
Axiom unter den Voraussetzungen dieses Theorems dem Kongruenz-
axiom dquivalent. Deshalb konnen wir mit dessen Hilfe auf
zeh(B) schlieBen. Also ist h rational bezliglich V. V ist unter
den Voraussetzungen dieses Satzes auch vollstdndig, denn fir
irgendzwei Elemente x und y ist {x,y}ed, und da h({x,y})=0,
gilt stets xVy vyVx. Um die Transitivitdt zu lberprifen sei
xVy ayVz gegeben. Da {x,y,z}eéﬁ konnen wir wie im Beweis zu
Theorem 4.1 (b) darauf schlieBen, daB xeh({x,y,z}), womit der
Satz bewiesen ist.

Im Theorem 6.10 soll nachgewiesen werden, daB das Kongruenz-
axiom (CA) notwendig und hinreichend fiir die Existenz einer
reguldr-rationalen AWK ist, wenn keine weiteren Voraussetzungen
iiber den Definitionsbereich der AWK gemacht werden (vgl. Rich-
ter (1966, S.639-40)). Zum Beweis dieses Satzes werden die
folgenden beiden Lemmata herangezogen. Zu ihrer Formulierung
ist jedoch zundchst die Einflhrung einiger weiterer Definitio-
nen sinnvoll.

Definition 6.1

Eine Relation G auf einer Menge X heiBt "Aquivalenzrelation",
wenn sie reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

Definition 6.2

Eine Relation G auf einer Menge X heift "Kongruenzrelation"
bezliglich einer Relation Q auf X, wenn G Aquivalenzrelation
ist und:

(Vu,v,x,yeX)[uGx AxQy AyGv = uQvl.
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Bezeilchnungen

Ist G eine Aquivalenzrelation iiber X, so soll fir jedes xeX
mit [x] die Aquivalenzklasse von x bezliglich G in X bezeichnet
werden, d.h. also

[x] = {y|yeX anyGx}.
Ist ze[x], so heiBt z ein "Reprdsentant' von [x].
Ferner heiBe X|G die "Quotientenmenge” von X nach G, wobei

X|6 ={&](3xeX)la=[x11}.

Definition 6.3

Ist G eine Relation auf X und ist L Aquivalenzrelation auf X,
so werde die Relation G|L auf X|L erklédrt durch
(VX,yeX)[[x1G|LIy]l :e (Ju,veX)luLx avLy aAuGvl].

Definition 6.4

Sei G eine Relation auf X. Die Relation Q aof X heiBt eine
Erweiterung von G genau dann, wenn
(Vx,yeX)[xGy = xQy].

Der Beweis des folgenden Lemmas ergibt sich leicht durch Zurlick-
flihrung der darin auftretenden Begriffe auf ihre Definitionen.

Lemma 6.4

Sei Q eine irreflexive und transitive Relation auf X, und es
sei ferner L éine Kongruenzrelation bezliglich Q. Dann ist Q|L
eine irreflexive und transitive Relation auf X|L.

Den Beweis zu dem nachsten Lemma finden wir bei Szpilrajn (1930).

Lemma 6.5

Jede irreflexive und transitive Relation auf einer Menge X be-
sitzt eine transitive und vollstdndige Erweiterung auf X.
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Theorem 6.10

h: 4y > 2X ist genau dann reguldr-rational, wenn h das Kongruenz-
axiom (CA) erfillt.

Bewels

1. Teil: Sei h eine beliebige reguldr-rationale AWK. Dann gibt
es eine Relation G° derart, dab

(1) (VBed) [h(B)={x|xeB A (VyeB)[xG°y1}].
Sei B%4ra Xeh(B®). Dann gilt
(2) (vyeB?)[X6%y]

Sei nun ueB® mit uWX vorgegeben. Dann gilt definitionsgemdf
uvx v (Elxl....xm)[qu1
1. Fall: uVx. Hieraus folgt
(3Beb) Tueh(B) axeBl
und mit (1)
ugB A (VZEE)[UGOZ], so daB uG’x erfillt ist. Die Transi-
tivitit von G° fihrt schlieBlich von uG®x und (vyeB)[x6°y]
auf (VyeB%[uGoy], so daB hieraus mit Hilfe von (1) ueh(B9)
folgt.
2. Fall: (3x
ersten Fall:

0—
uGOx1 Av oA me X s

Acoa xTVRT.

1....xm)[qu1 Ao A Xx™WX]. Hieraus folgt gemaB dem

wodurch wir uG®X erhalten. Dieses Ergebnis fihrt mit (2)
und (1) wieder auf ueh(Bo). Also erfiillt h in beiden Fdllen
das Kongruenzaxiom.

2. Teil:
Wir setzen nun (CA) voraus und definieren die Relation
P XxX durch
xPy 1o [xWy a7(yWx)].
Offensichtlich ist P irreflexiv und transitiv. Wir definie-
ren ferner die Relation JgXxX durch
xJdy e [x=y v (xWy AyWx)].
Wir sehen aus dieser Definition sofort, daf J eine Aquiva-
lenzrelation ist. Unser ndchstes Ziel ist nachzuweisen, daB
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J eine Kongruenzrelation beziiglich P ist. Aus diesem Grunde
betrachten wir die Elemente u,v,X,y aus X mit den Eigen-
schaften, daB (udx AxPyaydv) gilt. Durch Umformungen unter
Anwendung der Definitionen dieser Relationen gelangen wir
schlieBlich zu uPv.
Da P irreflexiv und transitiv ist und ferner J eine Aquiva-
lenzrelation ist, konnen wir Lemma 6.4 anwenden und erhalten,
daB P|J eine irreflexive und transitive Relation auf X|J ist.
Demnach besitzt P|J eine transitive und vollstdndige Erwei-
terung auf X|J (vgl. Lemma 6.5), die wir mit P1 bezeichnen.
Erkliren wir eine Relation G auf X durch

xGy :e xdy V [x]Pl[y],
so jst diese vollstdndig und transitiv.
Es soll nun noch nachgewiesen werden, daf h rational bezig-
lich G ist, d.h. es ist fiir alle Befs zu zeigen, daB

h(B) = {x|xeB A (VyeB)IxGyl}.
Sei deshalb B%c& und xeh(B®) vorgegeben.
Hiervon kdnnen wir unmittelbar auf

xeB® A (VyeB®)IXxWy]
schlieBen, so daB also auch

(VyeB®) [[X1P Iyl v Xdy]
gilt und damit auch

(VyeB®)IxGyl.
Sei umgekehrt xe {X|xeBo A(VyeBo)[xGy]}.
Da nach Voraussetzung h(BO)¢©, gibt es ein 9sh(Bo), so daf
wegen yVx

jox v [31PtIX]
folgt. Andererseits gilt aber auch xGy und damit

xdy v [x1piLyl,

woraus wegen der Asymmetrie von P1

nur xJy folgen kann. Die
Definition von J fihrt dann auf X=y v xWy. Gilt x=y, so folgt
hiermit xeh(B®%). Trifft xWy zu, so kSnnen wir von

[XWy Ayeh(B®) AxeB®] mit dem Kongruenzaxiom auf xeh(B?)
schlieBen.
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Anmerkung 6.2

Wie im AnschluB an das Theorem 6.7 soll auch hier darauf hin-
gewiesen werden, daB an die Stelle des Kongruenzaxiomes das
Schwache Axiom (WA) gesetzt werden kann, wenn <bmit irgendzwei
Mengen stets auch deren Vereinigung enthdlt oder wenn alle
dreielementigen Teilmengen von X Elemente von & sind.

Unter der erstgenannten Bedingung stellt auch der nachfolgende
Satz einen Zusammenhang zwischen der Rationalitdt von h beziig-
lich V und dem Kongruenzaxiom her:

Theorem 6.11

Unter der Voraussetzung
(VA,BcX)[A,Bed = AuBed]
besteht folgende Aquivalenz:
V ist transitiv und h 1st5;ationa1 bezliglich V genau dann,
wenn h das Kongruenzaxiom erfiillt.

Beweis

1. Sei hb;ationa1 beziiglich V. Ferner gelte fiir beliebiges
Bogilund fir x,yeBo
Xeh(Bo) A YWX.
Hieraus folgt sofort mit der Transitivitdt von V yVx. Da
wegen der Rationalitdt von h beziiglich V fiir ueB® xVu gilt,
gewinnen wir mit der Transitivitat von V auch das Resultat,
daB fir alle ueB® yVu zutrifft. Infolgedessen gilt auch
yeh(B®).
2. (CA) werde vorausgesetzt. Aus der Definition von V ergibt
sich sofort:
(VBed)[h(B) g {x|xeB A (vyeB)[xVyl}]
Sei nun umgekehrt fir eine beliebige Budgetmenge B1 ein
Xt L A (vyeBh)
Angenommen x1¢h(Bl), dann existiert ein x2¢x
Das Axiom (CA) flhrt jedoch von x1Vx
xleh(Bl), im Widerspruch zur Annahme.

e {X|xeB [xVyl} gegeben.

L mit xzeh(Bl).

2 und xzeh(Bl) auf

Die Transitivitdt von V ergibt sich unmittelbar unter den
Voraussetzungen dieses Satzes wie im Beweis zu Theorem 4.3
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Der.ifolgende Satz stellt eine Folgerung aus den.Theoremen 6.8
und 6.10 dar

Theorem 6.12

Eine AWK h: &~ 2X ist genau dann bezliglich einer asymmetrischen
und negativ transitiven Relation P rational, wenn h das Kongru-
enzaxiom erflillt.

Bewetls

Setzen wir zundchst voraus, daB h beziiglich der asymmetrischen
und negativ transitiven Relation P rational ist, und definieren
wir die Relation P durch

(1) xPy e 7(yPx), Vx,yeX,

so folgt in wenigen Schritten, daB P vollstdndig und transitiv
ist. Denn betrachten wir beliebige Elemente x,yeX, so impli-
ziert die Asymmetrie von P: 7 (xPy aAyPx), bzw. (7(xPy) vI(yPx))
und damit (yPx v xPy). Nehmen wir ferner an, daB fir beliebige
Elemente u,v,weX: uPv avPw gilt, so fiihrt die Definition von P
zusammen mit der negativen Transitivitdt von P unmittelbar auf
ubPw.
Ebenso Teicht sehen wir, daB h beziiglich P b-rational ist.
Theorem 6.10 1dRt dann sofort den SchluB auf die Giiltigkeit
des Kongruenzaxioms zu.
Setzen wir umgekehrt das Kongruenzaxiom voraus, so ist h nach
Theorem 6.10 regulédr-rational, d.h. per definitionem, h ist
rational bezliglich einer vollstidndigen und rationalen Relation
Q. Setzen wir wieder wie in (1)

xQy e 7(yQx), Vx,yeX,
so folgt die Asymmetrie von Q aus der Aquivalenz:

(Vx,yeX)[(xQy vyQx) & (7(xQy) = yQx) e (7(yQx) =77 (xQy))

e (xQy = 7(yQx))]

Auf die negative Transitivitdat von Q@ kdnnen wir sofort von der
Definition von § und der Transitivitit von Q schlieBen.
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Da ferner fir alle Bed: h(B) ={x|xeX A (VyeB)[xQyl}, flihrt die
Definition von Q sofort auf
(vBedr) [h(B) = {x|xeX A (VyeB)[9(yQx)1}

Anmerkung 6.3

Wie der vorausgehende Beweis gezeigt hat, ist die Aussage

"h ist reguldr-rational" dquivalent der Aussage "h ist bezlig-
Tich éiner asymmetrischen und negativ transitiven Relation
rational”.

Fir das folgende Theorem, einer Folgerung aus der obigen Anmer-
kung, dem Korollar 4.2 und einem Satz von Hansson (1968) (vgl.
dazu auch Fishburn (1973, 5.200-201)), bendtigen wir den Begriff
der "Erweiterung" einer AWK.

Definition 6.5

Sei h:dr~ 2X eine AWK. Dann heiBt g:4' =~ 2X eine Erweiterung
von h genau dann, wenn:

Acb A (vBeb)lg(B)=h(B)]1.

Theorem 6.13

Sei hidr~ 2X eine AWK. Dann sind die folgenden Aussagen aqui-

valent:

(a) h ist reguldr-rational.

(b) Es gibt eine Erweiterung g:&' -+ 2" von h derart,da g das
Starke Axiom, (CA) und die Bedingung Bl,Bzeﬁ' = B1 UBzeﬂI
erfillt.

(c) Es gibt eine Erweiterung f:d}“ +~ 2" von h, derart daB f
das Starke Axiom und das Kongruenzaxiom erfillt und{r“
alle zwei- und dreielementigen Teilmengen von X enthilt.

X

X

Beweis

1. (a) = (b)
Sei h reguldr-rational. Dann fiihrt die Anmerkung 6.3 auf das
Ergebnis, daB h bezliglich einer asymmetrischen und negativ
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transitiven Relation rational ist. Mit Theorem 15.4 in Fishburn
(1973, S.201) konnen wir dann darauf schlieBen, daB es eine Er-
weiterung g:4r' - 2X von h gibt derart, 'daB diese die Bedingung

(0): BleB? A Blng(B?) +0 - g(8l)=8lng(B?)

erfiillt und ferner

(VB,B')[B,B'efy=> BUB'ef, ]
gilt. Mit Hilfe von Theorem 4.3 erhalten wir dann, daB g: &'~ 2
das Starke Axiom und das Kongruenzaxiom erfiillt.

X

2. (b) = (c):

Analog dem Beweis von Theorem 15.4 (c) in Fishburn (1973, S.200
-201) 18Rt sich zeigen, daB es eine Erweiterung f:d}” + 2X von

g:fr' - 2% gibt, die (a) erfillt und inderen Definitionsbereich
alle zwei- und dreielementigen Teilmengen von X enthalten sind.
Wenden wir dann das Korollar 4.2 an, so haben wir (b)=(c) be-

wiesen.

3. (c) = (a): »
Auf die Implikation"(c)=(a)" kann unmittelbar mit Theorem 6.10
und der Definition 6.5 gesch]ossen werden.

6.2 Das Axiom (PCA) und die schwache Rationalisierbarkeit

Wie im Theorem 6.10 nachgewiesen werden konnte, ist eine Kor-
respondenz h reguldr-rational, wenn sie das Kongruenzaxiom er-
fullt. Setzt man jedoch anstelle dieser Prgmisse das auf Fish-
burn (1976) zurlickzufihrende "Partielle Kongruenzaxiom" (PCA)
voraus, so gewinnt man ein Ergebnis Ulber "schwach rationale"
Auswahlkorrespondenzen, worunter folgendes zu verstehen ist:

Definition 6.6

Eine AWK h:d»~ 2X heiBt "schwach rational" genau dann, wenn
eine Relation ¥ auf X existiert derart, daB fiir alle Be
{x|xeB A (v3yeB)ly>x1} < h(B)

Bei der. Formulierung des partiellen Kongruenzaxioms wird die
Bezeichnung h(d() fUrOKgfﬁim folgenden Sinne gebraucht:
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xeh(ot) & xe (B A(VBed®)[xeB=xeh(B)].
Be OL

xeh(0t) bedeutet daher, daB x aus jeder BudgetmengeMOhCn,in der es
auftritt, auch gewahlt wird.

Das nachfolgende Beispiel verdeutlicht den Sinn von h(¢{): Es gilt
h({{x,y,2},{x5z,w},{x,y,w}}) = {y}, falls
h({x,y,2}) = {y}, h({x,z,w}) = {z,w}
h({x,y,w}) = {y}.

Fishburns "partielles Kongruenzaxiom" sagt folgendes aus:

Axiom (PCA)

Fir jedes endliche nicht leere Teilmengensystem (& von &r gilt

h(cl) + 0.

Definition 6.7

Eine AWK h:i;+ ZX heiBt "schwach rational" beziiglich einer auf
X gegebenen Relation $ genau dann, wenn fiir alle Be:ﬁ die Be-
dingung

Cy(B) = {x[xeBa(73yeB)ly+x1} g h(B) A Cyu(B)=+0
erflillt ist.

Fir die Beweise der beiden ndchsten Behauptungen ist das Aus-
wahlaxiom von grofer Bedeutung. Bei dem Auswahlaxiom handelt
es sich um die Annahme:

Zu jedem Mengensystem Ol von nichtleeren Mengen gibt es eine
Abbildung f, deren DefinitionsbereichOU ist und deren Wert f(A)
fir jedes Aell jeweils ein Element von A ist.

Die GlUltigkeit dieser Aussage ist leicht zu beweisen, falls es
sich bei Ol um ein endliches Mengensystem handelt. Schwerwie-
gende Bedenken ergeben sich jedoch fiir unendliche Mengensys te-
me, da das Auswahlaxiom die Existenz von Funktionen postu-
liert, ohne eine Angabe iiber deren effektive Konstruktion zu
machen. Aus diesem Grund wird es auch von den Intuitionisten
und Konstruktivisten abgelehnt.

In den meisten Teilgebieten der Mathematik wird jedoch von dem
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Auswahlaxiom Gebrauch gemacht. In vielen Fdllen ist es jedoch
von Vorteil, nicht dieses Axiom direkt, sondern an dessen Stel-
le zwei hierzu dquivalente AUssagen, den Wohlordnungssatz und
das Zornsche Lemma, zu verwenden.

Der Wohlordnungssatz besagt, daB jede Menge wohlgeordnet wer-
den kann. Um den Sinn dieser Aussage verstehen zu kdnnen, be-
notigen wir noch die Begriffe des "minimalen Elementes" und der
"Wohlordnung".

Definition 6.8

Sei % eine Relation auf X. aeX heiBt ein "minimales Element"
von X (beziiglich$% ) :e (»3zeX)[a¥z].

Definition 6.9

\
Eine Menge X heiBt genau dann "wohlgeordnet", wenn X Tlinear 1

geordnet ist und wenn jede nicht leere Teilmenge X' von X ein
minimales Element besitzt.

Der Inhalt des Wohlordnungssatzes ist also der, daR auf jeder
nicht Teeren Menge X eine Ordnung, die eine Wohlordnung ist,
erklart werden kann.

An die Stelle des Wohlordnungssatzes tritt in Beweisen hdufi-
ger das Zornsche Lemma, durch das gewisse unnatiiriiche Schliis--
se, die friher auf dem Wohlordnungsaxiom beruhten, vermieden
werden. Unter dem Zornschen Lemma verstehen wir folgende Aus-
sage:

Eine geordnete Menge, in der es zu Jjeder linear geordneten
Teilmenge eine obere Schranke gibt, besitzt wenigstens ein
maximales Element.

Wir beweisen nun mit Hilfe des Wohlordnungssatzes ein dhnliches
Lemma wie Fishburn (1976, Lemma 2, S.1037).

\
1 X heift "linear geordnet" genau dann, wenn auf X eine anti-

symmetrische, transitive und vollstdndige Relation erklart
ist. Eine reflexive, antisymmetrische und transitive Relation
heiBt "Ordnung".
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Lemma 6.6

Ist eine AWK h:drs 2X beziiglich einer vollstdndigen und
transitiven . Relation » schwach rational, so erfiillt sie
das Axiom (PCA).

Bewels

Nach Voraussetzung trifft fir alle Be >

Co(B) = {z]zeB A (vxeB)[z2x]} < h(B)
zu. Unter Verwendung des Wohlordnungsaxioms 1&Rt sich X durch
die lineare Ordnung-(0 wohlordnen. Erinnern wir uns, daB eine
Aquivalenzrelation ~ auf X durch

X~y e xry A yEx  fir alle x,yeX
definiert werden kann, so ist es moglich, eine lineare Ordnung
auf X durch

(1) XFY 16 XPY v (Xey AXLLY)

zu erklaren.
Flir jedes Bedrist die Menge Cy+(B) eine nicht leere Teilmenge
von X, die in einer Aquivalenzklasse von X beziiglich ~ enthal-
ten ist. Eine solche Aquivalenzklasse wird durch die Relation
46 wohlgeordnet, so daB infolgedessen genau ein Element Z in Qrﬁy

existiert, welches berg1ich-<o minimales Element ist. Da
dann fir alle xeCy(B) Z¥x gilt, ist Z beziiglich der Relation¥
als einziges E]emgnt maximal in der Menge Cy(B). Aufgrund der
Definition von ¥ in (1) gilt fir alle xeB 2¥x. Hieraus folgt
dann, daB

C;(B) = {Z} < h(B).

Wird nun irgendein endliches, nicht leeres Mengensystem O(c 1
betrachtet, so gibt es in jeder Budgetmenge Bedl, wie oben aus-
geflihrt, genau ein beziiglich der Relation & maximales Element.
Da 0l endlich ist, bilden diese Elemente eine endliche Menge A',
die ebenfalls durch die Relation % Tinear geordnet wird.
Infolgedessen gibt es in A' genau ein beziiglich % maximales
Element Y. Dieses ist auBerdem maximal beziiglich % in der Men-
ge §§&F und ist Element von h(B) fir jedes B, welches YV enthilt,

so daB also C(O) + 0 erfiillt ist.
g.e.d.
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Der Wohlordnungssatz und das Zornsche Lemma kommen im Beweis
des folgenden Satzes zur Anwendung.

Theorem 6.14

Sei h: b~ ZX gegeben. Ist h(B) fiir alle Bedr eine endliche Menge,
so ist h genau dann beziiglich einer transitiven und vollstan-
digen Relation G schwach rational, wenn h das partielle Kongru-
enzaxiom erfillt,

Den Beweis dieses Satzes finden wir bei Fishburn (1976, S.1037
-1039). Hierzu soll nur noch vermerkt werden, daB Fishburn eine
asymmetrische und negativ transitive Relation G voraussetzt.
Wie wir aber dem Korollar 6.2 unmittelbar entnehmen kdnnen,
sind die beiden Sdtze dquivalent.

In diesem Abschnitt konnten wir erkennen, daB die verschiedenen
Verhaltensregeln von wesentlichem EinfluB darauf sind, welchen
GesetzmdBigkeiten eine Relation, die eine gegebene Auswahlkor-
respondenz h rationalisiert, genligt. In umgekehrter Richtung
kann von den Eigenschaften einer, die Auswahlkorrespondenz h
rationalisierenden Relationyauf die Verhaltensregeln, die h
erflillt, geschlossen werden.

Ferner zeigen auch einige Sdtze dieses Paragraphen, daB sowohl
die Verhaltensregeln als auch die Eigenschaften einer Relation,
durch die h rationalisiert wird, von der Struktur von & be-
stimmt werden.
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§7 Reprdsentierbarkeit von Auswahlkorrespondenzen durch
reelwertigeFunktionen

7.1 Reprdsentierbarkeit auf beliebigen Budgetrdumen

In diesem Paragraphen werden wir die Frage untersuchen, ob sich
die Wertschdtzung, die ein Handlungstrdger den Alternativmengen
einer Budgetmenge gegenliber besitzt, so in Zahlen ausdriicken
18Bt, daB denjenigen Alternativen, die er wdhlt, eine groBere
Zahl zugeordnet wird als denen, die er zurlickweist.

Besitzt ein Handlungstréager eine Praferenzvorstellung von allen
Alternativen einer Menge X und existiert eine reelvwentige Funk-
tion, die einer Alternative, die er hdher einschdtzt eine gro-
Bere Zahl zuordnet als einer anderen, die ihm weniger wert ist,
so heiBt eine solche Funktion "Nutzenfunktion". Wir befassen
uns hier nur mit ordinalen Nutzenfunktionen  Das bedeutet, dafB
uns die Nutzenwerte nur insoweit interessieren, als von zwei
Zahlen, die zwei Alternativen zugeordnet werden, die eine groBer
als die andere ist oder beide gleich sind.

Diese Uberlegungen lassen sich auch unter Verwendung der Begriffe
"Homomorphismus" und."Isomorphismus" formalisieren:

Die Funktion f, die die Trdgermenge X1 des Relationsgebildes

5<le, Rl(il),.., R, (1K) in (auf) die Trdgermenge des Relations-
gebildes @E(XZ, El( 1),.&.,, rli/k“k)) abbildet, heift ein Homo-
morphismus von Ca in (auf)Cy genau dann, wenn fir alle Rj(1j),

j=k, und fir alle XpseosX aus X gilt:

Dabei bezeichnen die Rj(1j) 1j-ste111ge Relationen.

Ist ein Homomorphismus eineindeutig, d.h. gilt
b oeR, Ui em (Fixg)s. uf(xs ) eR:CT)
: J 1 i, N )
J ‘ J
so wollen wir von einem "Isomorphismus" sprechen.

(xl,..,x1
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Eine Funktion u, die die Menge X des Paares <X,¥» in die Menge
IR des Paares <IR,=» isomorph abbildet, wollen wir "Nutzenfunk-
tion" nennen.
Eine solche Funktion ist also nichts anderes als eine ordnungs-
Uibertragende Abbildung der Alternativmenge X in IR. Es gilt
daher:

(vxb xZex) xlsx? o u(xb)zu(x?)1.
Trifft diese Aquivalenz zu, so kdnnen wir auch sagen, daf u die

2

Relation » "reprasentiert".
Da jede aus u durch eine positiv-monotone Transformation her-
vorgehende Funktion u' ebenfalls ordnungsiibertragend ist, ist
auch u' eine Nutzenfunktion, die ¥ reprdsentiert. Die Funktion
u ist daher eine ordinale Nutzenfunktion, d.h.:
Reprdsentiert u: X'~ IR eine Relation &, so reprdsentiert eine
andere Funktion u': X'~ IR die Relation & ebenfalls, wenn eine
streng monoton wachsende Funktion f, die IR auf IR abbildet,
existiert ; so. dap fir alle xeX'
u'(x) = flu(x))

gilt.
Offensichtlich 18Rt sich zu jeder Nutzenfunktion, die auf X'
erkldrt ist, stets auch eine vollstandige und transitive Rela-
tion¥ , fir die xlgx2 gilt, wenn u(xl)zu(xz)'zutrifft, finden.
Das Umgekehrte braucht jedoch nicht der Fall zu sein. Denn be-
trachten wir als Beispiel auf IR2 die lTexikographische Ordnung
L (vgl. De Finetti (1937)), die definiert wird durch

(Xi’xz> L (yl’y2> Ehd [(x1>y1) V(X1=y1 AXZQYZ)]s
so ist diese durch keine reelwertige Funktion reprdsentierbar.
Unter der Annahme, L widre reprdsentierbar, gdbe es eine reel-
wertige Funktion u1 derart, dafB

(x12%2) L (¥12¥p) @ U (xpaxp) = ul(yy.y,).
Wird mit Ia das Intervall [inf ul(a,IR), sup ul(a,IR)] flir jedes
aelR bezeichnet, so ist dieses nicht degeneriert, und fir ata
folgt stets IamIaF¢YAuf diese Weise erhalten wir eine einein-
deutige Abbildung der reellen Zahlen auf eine Menge von paar-
weise disjunkten Intervallen auf der Zahlengeraden. Dadurch
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entsteht aber ein Widerspruch, da die reellen Zahlen iiberabzahl-
bar, die Menge der nichtdegenerierten. Intervalle auf der reellen

Zahlengeraden aber abzdhlbar ist. dis (unlfen

In den nachfolgenden Theoremen werden Bedingungen angegeben,
unter denen eine Relation durch eine Nutzenfunktion reprdsen-
tierbar ist. Die Beweise dieser Satze werden hier nicht gefiihrt,
sondern sie konnen alle in dem von den Autoren D.H. Krantz,

R.D. Luce, P. Suppes und A. Tversky verfaBten Buch "Foundations
of Measurement" (1971) nachgelesen werden.

Theorem 7.1

Sei X eine endliche, nicht leere Menge. Ist ferner* eine voll-
stdndige und transitive Relation auf X, so ist ¥ reprasentier-
bar, d.h. es gibt eine Funktion u: X = IR, so daf

(vx,yeX)Ixry e u(x)zu(y)l.

Der folgende Satz wurde bereits von Cantor (1895) gefunden.

Theorem 7.2

Sei X eine abzdhlbare Menge und > eine vollstdandige, transitive
und antisymmetrische Relation auf X. Dann gibt es eine Funktion
u: X -~ IR derart, daB

(VXx,yeX)[x¥y & u(x)zu(y)l.

Zur Formulierung des ndchsten Satzes (vgl. Birkhoff (1948, pp.
)
31-32)) benttigen wir den Begriff "ordnungsdicht"

Definttion 7.1

Sei ¥ eine vollstdndige und transitive Relation auf einer Menge
X und A sei eine Teilmenge von X. . A heiBt  "ordnungsdicht"

1 Eine reflexive, antisymmetrische und transitive Relation heifBt

"Ordnung". Eine vollstdndige und transitive Relation heift
"schwache Ordnung" und eine vollstandige, transitive und anti-
symmetrische Relation wird "vollstdndige Ordnung" genannt.
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in X bezliglich ¥ genau dann, wenn fir alle x,yeX mit x»y ein
zeA existiert derart, daB x&ziry.

Theorem 7.3

Ist ¥ eine vollstandige Ordnung auf X. Dann sind die nachsten

beiden Bedingungen dquivalent:

(i) Es gibt eine endliche oder abzdhlbare und beziiglich *
ordnungsdichte Teilmenge von X.

(ii) Es gibt einen Isomorphismus von <X,%3% in <IR,27,

Ein zentraler Satz der Nutzentheorie, der von Debreu (1954)
gefunden wurde, ist der folgende:

Theorem 7.4

Ist X eine zusammenhdngende Teilmenge des IRn, so ist die Rela-

1\

tion » genau dann eine stetige und schwache Ordnung auf X,

wenn eine stetige Nutzenfunktion, die > reprisentiert, existiert.

Dieser Satz von Debreu wurde von Rader (1963) auf von oben
(von unten) halbstetige Relationen iibertragen.

Theorem 7.5

Sei X eine zusammenhdngende Teilmenge des IR",

Die Relation % ist genau dann eine von oben (unten) §a1bstetige
schwache Ordnung auf X, wenn sie durch eine von oben ‘(unten)
halbstetige Nutzenfunktion reprdsentiert werden kann.

Die vorangehenden Theoreme dieses Paragraphen behandelten stets
die Reprdsentation von Relationen durch numerische Funktionen.
Wir wollen uns anschlieBend ausfiihrlich der Frage zuwenden, ob
das Auswahlverhalten ebenfalls durch eine numerische Funktion
‘reprisentierbar

1)

rist stetig auf T, wenn > von oben und von unten halbstetig
ist, wenn fir jedes x%eT die Mengen {x|x>x°} und
{x|x%x} abgeschlossen in T sind.

2) Eine Funktion u: X4+ IR heift von oben (unten) halbstetig
wenn fiir jedes o ¢ IR die Menge {x|u(x) > a} abgeschlossen ist.
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und damit meBbar ist. Wir suchen also eine Funktion,
die denjenigen Alternativen, die aus einer Budgetmenge gewdhlt
werden, den hdchsten Wert zuordnet. Diese Uberlegungen fiihren
zu folgender Definition:

Definition 7.2

Eine AWK h:dr~ 2X heiBt "reprdsentierbar" genau dann, wenn es
eine Funktion g: X - IR gibt dgrart, daB
(vBed) [h(B)={x|xeB A (VyeB)lg(x)zg(y)1}1.

Anmerkung 7.1

Um zu unterscheiden, ob eine numerische Funktion eine AWK h
oder eine Prdferenzvorstellung reprasentiert, soll diese Funk-
tion im ersten Fall “"Repridsentation" und im zweiten Fall
"Nutzenfunktion" genannt werden.

Ist h beziiglich einer Relation rational und kann diese durch
eine Nutzenfunktion u reprisentiert werden, so ist diese Nut-
zenfunktion auch eine Reprédsentation von h. Ist umgekehrt h
durch eine numerische Funktion g repréasentierbar, so ist diese
auch gleichzeitig eine Nutzenfunktion, die eine vollstandige
und transitive Relation repridsentiert, und h ist rational be-
ziiglich dieser Relation.

Die folgenden beiden Sdtze werden durch die obigen Bemerkungen
und die Theoreme 71 und 7.2 sofort einsichtig.

Theorem 7.6

Sei X eine nicht leere, endliche Menge und 4 wie Ublich defi-
niert. Ferner sei ¥ eine vollstdndige und transitive Relation
auf X. Dann gibt es eine AWK h::ﬁ%‘ZX, die bezliglich » rational
und reprédsentierbar ist.

Theorem 7.7

Sei X eine abz&dhlbare, nicht leere Menge und > eine vollstdndige
Ordnung auf X, die eine AWK h:d » 2X rationalisiert. Dann ist
h reprédsentierbar.
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Ist eine AWK h:dr- 2% gegeben, so stellt sich die Frage, ob
diese reprdsentierbar ist. Eine Bedingung, unter der das zu-
trifft, ist das Kongruenzaxiom, wenn X endlich ist. Im Theorem
6.9 wurde nachgewiesen, daB eine Auswahlkorrespondenz unter
Voraussetzung dieser Prdmisse stets reguldr-rational ist,
und nach Theorem 7.1 ist sie danh reprasentierbar.
Wie durch das folgende Beispiel demonstriert wird, braucht nicht
Jede AWK reprdsentierbar zu sein. Erinnern wir uns an die lexi-
kographische Ordnung, liber die in diesem Paragraphen in Zusam-
menhang mit der Reprdsentierbarkeit von Relationen durch nume-
rische Funktionen schon einmal gesprochen wurde! Als die Menge
der Alternativen wdhlen wir den IRE. Das System & der Budget-
mengen wird dadurch festgelegt, daB fiir jedes (a,b)eIRf

B(a,b) = {zeIR% |z=(a,b) v (zy<a) v (zy=a Az,<b)].
Ferner sei h(B(a,b))=(a,b). Aus der Annahme, h wiirde von einer
numerischen Funktion g: Iﬁi + IR reprdsentiert, folgt flir jedes
aelR, ., daf das Intervall [inf g(a,R), sup g(a,R)] nicht dege-
neriert ist und daf flr a*a' auch IanIa.im. Wir erhalten wie
friher eine eineindeutige Abbildung der positiven reellen Zah-
lTen in eine Teilmenge der paarweise disjunkten Intervalle auf
der reellen Zahlengeraden. Das ist aber ein Widerspruch, da
diese Intervalle nur eine abzdhlbare Menge bilden. Andererseits
ist aber die oben definierte AWK reguldr-rational und erfiillt
nach Theorem 6.9 das Kongruenzaxiom.
Wie soeben gezeigt wurde, gewdhrleistet das Axiom (CA) allein
die Reprdsentierbarkeit einer AWK durch eine numerische Funk-
tion nicht. Nimmt man jedoch zu diesem noch eine weitere Voraus-
setzung hinzu, so kann sogar nachgewiesen werden (vgl. Richter
(1971, S. 48-49)), daB diese beiden Bedingungen zusammen not-
wendig und hinreichend fiir die Reprasentierbarkeit von h sind.
Dies ist der Inhalt des ndchsten Satzes. Um ihn angemessen
formulieren zu kdnnen, erinnern wir uns an die schon friher
verwandte Aquivalenzrelation:

xdy e (xWy A yWx) v x=y.

Die Menge der Aquivalenzklassen von X bezliglich J bezeichnen
wir wieder mit X[J. Ober X|J wird eine Relation X|W erkldrt durch:
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Definition 7.3

Sei a,B eX|J und o*B.
o X|W B e (Ix,yeX)lok=[x%] A B=[yl A xWyl.

Theorem 7.8

Eine AWK h:<5e—2x ist reprdsentierbar &=

(a) h erflil1t das Kongruenzaxiom (CA),
(b) Es gibt eine Funktion u: X|J - IR derart, daB
(VIxT, [yl e X[J)[Ix] X|W [yl = u'([x1)>u(ly1)].

Beweis:

1.

n_n,
=

Ist h reprdsentierbar, so gibt es nach den obigen Be-
merkungen eine Relation ¥, beziiglich welcher h requlir-
rational ist. Daher folgt (a) unmittelbar mit Theorem 6.9.
Um nachzupriifen, ob auch (b) erfiillt ist, vergegehwdrtigen
wir uns, daB es eine reellwertige Funktion u gibt, die h
reprdsentiert.Wir setzen dann
W(a):= u(x) flr xeo und ae X|dJ.

Da aus [x1 X|W [yl xWy folgt, impliziert die Reprédsentier-
barkeit von h u(x)zu(y), so daB hieraus und aus [x1#[y]
u' ([x1)>u’(lyl) folgt.
"<": Definieren wir die Funktion g durch

(1) g(x) := u(I[x1), xeX,
so haben wir nun nachzuweisen, daB fiir jedes beliebige Be &>

h(B) = {x|xeB A (VyeB)[g(x)zg(y)l} =: c°.
Die Inklusion h(B) cC® folgt unmittelbar, denn xeh(B) impli-
ziert xVy. Infolgedessen gilt u'(X)zu(ly}) und damit auch
g(x)zg(y).
Wir beweisen nun, daB auch Cog;h(B) zutrifft. Da h(B) nicht
leer ist und ferner h(B)<(C®, gibt es ein xleh(B) und ein
x%eC®. pa uw(1x?1)2u(1x'1), folgt mit (1)
(2) 9(x%) = g(x1).
Von x1Vx2 konnen wir auf

B xw k21 vk = ox2

schlieBen. Im Fall, daB [x*] X|W [x?1, ergibt sich aus der
Definition von g und Voraussetzung ( b)
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g(x') = u(1x'1) > u(1x®1) = g(x?)
im Widerspruch zu (2).
Im 2. Fall erhalten wir infolge von x2Wx1, xleh(B) und xzeB

mit Hilfe von (CA) auch xzeh(B).

7.2 Reprdsentierbarkeit auf kompetitiven Budgetrdumen

Durch die Definition 7.1 wurde der Begriff "ordnungsdicht"
eingeflihrt. In der ndchsten Definition wird erklirt werden,
was unter dem Begriff "dicht" beziiglich einer Relation zu ver-
stehen ist.

Definition 7.4

Sei G eine Relation iber X.
(a) Eine Teilmenge A von X heiBt "dicht" in X beziiglich der
Relation G genau dann, wenn fiir alle X,y € XNA gilt:
XGy = (3zeA)[xGz A zGy].
(b) Eine Teilmenge A von X heiBt “"partial-dicht" in X beziiglich
G genau dann, wenn fir alle x,y e XMA gilt:
XGy = (dzeA)[(x6z.A7(yGz)) v (zGy A7(zGx))].

Anmerkung 7.2

Wie unmittelbar einzusehen ist, gilt fir jede bezliglich einer
asymmetrischen Relation G in X dichten Menge A, daB -diese auch
partial-dicht in X beziiglich G ist.

Die obigen Definitionen fiihren zu einer Verallgemeinerung von
Theorem 7.3.

Lemma 7.1

Sei g eine irreflexive und transitive Relation auf einer Menge
X. Gibt es ferner eine abzihlbare und bezliglich » partial-dichte
Teilmenge von X, so existiert ein Homomorphismus von <X, Y in
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<IRy>, d.h. es gibt eine Funktion f: X - IR derart, daB fiir alle
X,yeX gilt:
Xey = ou(x)>u(y).

Der Beweis dieser Behauptung kann bei Richter (1971, S.49) nach-
gelesen werden.

Unter Verwendung von Lemma 7.1 18Rt sich der ndchste Satz be-
weisen (vgl. Richter (1971, S.51-52)). Erinnern wir uns daran,
daB eine AWK h:£ﬁ+ ZIRm Nachfragekorrespondenz genannt wird,
wenn die Budgetmengen Bed'von der Form B = {X|X€IR2 A PXMY,
wobei p>0 und Mz20, sind. Zur Vorbereitung dieses Satzes fiihren
wir noch eine Definition ein.

Definition 7.5

Eine reprdsentierbare AWK hb£~>2x heiBt "monoton" reprasen-
tierbar genau dann, wenn fir alle x,yeX gilt:

x>y = g(x)>9(y),
wobei g die AWK h reprédsentiert.

Theorem 7.9

n
Sei h: &> 24 eine Nachfragekorrespondenz.
Gilt ferner:

(a) Die Menge D(h) = \/ h(B) ist konvex,
Bedy

(b) h(B) ist abgeschlossen fiir alle Bed und

(c) h ist reguldr-rational,

so ist h reprdsentierbar. Erfiillt h auBerdem die Budgetgleichung,
so ist h monoton reprasentierbar.

Beweis:
1. Teil: Definieren wir zundchst die Relation U durch
xUy e xVy v x>y, vx,yeX.
Ferner sei U'die transitive Hiille von U beschrankt
auf Y = D(h) U Qﬂ, wobei QE die Menge der Vektoren
aus IR2 mit nicht negativen rationalen Komponenten
bezeichnet. Wir definieren ferner eine Aquivalenz-
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Teil:
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relation "~" Ulber Y durch:
Xy e (xU*y A yU*x) vV X=Y.
Die Relation I zerlegt Y in eine Menge von Aquiva-
lenzklassen, d.h. flir beliebiges xeY ist die Aquiva-
Tenzklasse von x durch [x] = {y|yeY A y~x} festgelegt.
Ferner werden noch die Relationen Uy, Uy, Vy und Wy
definiert durch:
XUpy e X,yeY A xU y A 7(yUx)
foy 1o X,yeY A xU*y A 7(yU*x)
XVey 1o X,yeY A xVy A 7(yVx)
XWey e x,ye¥ A XWy A 7(yWx)
Wir fihren ferner noch noch eine Relation P auf Y|~
durch die Definition:
[xIP[y] :e (aue[x])(HVe[y])[uuﬁv]
ein, Offensichtlich ist P irreflexiv und transitiv.
Es soll nun gezeigt werden, daB die Quotientenmenge
QY |~ dicht in Y|~ beziiglich der Relation P ist.
Wir betrachten deshalb zwei beliebige Aquivalenz-
klassen [x], [yl mit:
[X1, [¥] e Y[~ N\ Q2{~ < D(h)|~ und
[xIPLy]l.
Hieraus folgt per definitionem
(u,veY)lu~x A v~y A uUiv].
1. Fall: uUpv bzw. ulUv A 7(vUu). Da u,veD(h), gilt
uVyv. Gehen wir auf die Definition von Vg zurick, so
erhalten wir:
uWyv ® (3Bef)[(ueh(B) A veB) a (VBed)[véh(B) v uéBll.
Es gilt demnach
(1) ueh(B)A ve(B\h(B)).
Da D(h) konvex und h(é) abgeschlossen ist, gibt es
ein yel0,1[ derart, daB
(2) w =%V + (1-¥)u e D(h\h(B),
so daB wegen (1) auch uVw zutrifft.
h ist nach Voraussetzung (c) reguldr-rational, so daB
mit Theorem 6.9 auf die Glltigkeit des Kongruenzaxioms
geschlossen werden kann. Deshalb gilt auch
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(3) uVsew. ,
Da weD(h), gibt es ein B(P,M) derart, daB weh(F,M).
Mit (3) kdnnen wir dann auf Bw <Pu schlieBen, so dap
wir schlieBlich mit (2) pw >pVv gewinnen. Da QZ dicht
in IRE 1'sti gibt es einlzleQz, fir das
Z° >V A pW >pz
zutrifft. Dieses Ergebnis fiihrt mit (3) zusammen auf
uVaw A wiz! A zl>v,
so daB uUaﬁz1 A zluiv. Deshalb gilt:
[WIPTzt ] A 121 1P[v]
bzw. [X1PLz1] A 122 1P 171,
womit wir schlieBlich gewonnen haben, daR Q2]~ beziig-
Tich P dicht in Y|~ ist.
2. Fall: (au's . 0" ruvpul acoa uMUpy .
1. Unterfall: uleD(h). Dieser Fall ist zuriickfiihrbar
auf den ersten, so daB demnach folgendes gilt:
(azleQE)[uUiz1 A zluiu1 A ulUiuzl,
wobei auch u=v sein kann. Da U* transitiv ist, erhal-
ten wir auch im 1. Unterfdll
uUf_z1 A zlﬁivv.
2. Unterfall: u1¢D(h). Da aber die Relation U, auf Y
erkldart ist und u1¢D(h) erflillt ist, muB uleQQ gelten,
Setzen wir u =z, so ergibt sich wie vorhin uUiziAﬂUiv.
Damit erhalten wir in jedem Fall [u]P[zl] A [zl]P[v],
bzw. [XIP[z}] A [zl]P[il, so daB also Q2]~ beziiglich
P dicht in Y|~ ist.
Nach Lemma 7.1 gibt es eine Funktion f: D(h)|~ =+ IR,
so daB fur alle [x], [yleD(h) |~ mit [x]P[y]
f(Ix1) > f(lyl)
erfiillt ist. Es werde nun eine Funktion ¢ durch

f(Ix]
TR ¢ Redn

g(x) :=
-1 » xe IRIND(h)
festgeleygt. Fiir diese sol] nachgewiesen werden, daB
sie die gegebene AWK h reprdsentiert; d.h. es

ist zu zeigen:
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Fiir ein beliebiges Bed gilt
h(B) = {x|xeB A (vyeB)Ig(x)zg(y)1} =:T.
Der Beweis ist erbracht, wenn wir gezeigt haben, daB
(*) h(B) =T wund (xx) T < h(B)
erfiillt ist,.
Zu (%): Seien xeh(B), yeB und Xsy.
1. Fall: y4D(h). Dann aber folgt mit g(y)=-1 sofort,
daB g(x)>g(y ) erfillt ist.
2. Fall: yeD(h). Da aber h reguldr-rational ist, ér-
fullt h das Kongruenzaxiom, und es folgt aus XVy unter
Verwendung des zweiten Teils dieses Beweises, daB
g(Xx)zg(y) erfiillt ist.
Zu (#+}: Sei XeB und es gelte ferner
(4) (YyeB)[g(X)zg(y)]
Annahme: X¢h(B).
1. Fall: Gilt XeD(h), so fihrt dies auf g(X)

__fIR1)
_ . / - 7 T+H]F(IRT)]
Da h(B) nicht leer ist, gibt es ein yeh(B),

. oy - f(IX]) N - . .
so daB mit (4) g(X) “TE[F(IXI)T 2 g(y) erfillt 1ft'
Mit Hilfe des Kongruenzaxioms erhalten wir aber YWX
und 2(XWy), so daB sich f(y)>f(X) und damit g(y)>9(%)
ergibt, was im Widerspruch zu dem vorangehenden Ergeb-
nis steht.
2. Fall: GiTt X¢D(h), so folgt g(X)=-1. Da ein %eh(B)
existiert, erhalten wir damit sofort einen Widerspruch
zu (4).
Damit haben-wir in allen Fdllen das Ergebnis Xeh(B)

gewonnen,

Es ist noch zu zeigen, daB die reellwertige Funktion

g die Funktion h auf dem Bereich D(h) monoton repri-
sentiert. Sei deshalb x,yeD(h) mit xzy vorgegeben.,

Dann folgt unmittelbar xUpy und damit auch f([x1)>f([yl)
bzw. g(x)>g(y).
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Anmerkung 7.3

Wie dieser Beweis zeigt, 1&Bt sich eine Nachfragekorrespondenz
auch dann reprdsentieren, wenn die Konvexitdtsbedingung an ab-
zéhlbar vielen Stellen verletzt ist, d.h. wenn

&IXeD(h) A (3YeD(h))[xSy A (vyel0,10)[yx+(1-y)ydD(n)117 1
abzahlbar ist. Zum Beweis dieser Behauptung geniigt es, diese
abzdhlbare Menge zu QE hinzuzunehmen.

Kovrolilar 7.1
AN - L .
Sei h:dr» 2"y eine Nachfragefunktion.

Gilt ferner:

(a) D(h) = U . h(B) st konvex,

(b) h genUg%egém Axiom (SA') und

(c) h erfiillt die Budgetgleichung peh(p,M) = M,
so ist h monoton repridsentierbar auf D(h)

Der Beweis ergibt sich sofort mit Theorem 7.9, wenn wir beden-
ken, daB wir fir Nachfragefunktionen an die Stelle des Kongru-
enzaxioms das Starke Axiom setzen kidnnen. Die Glltigkeit des

- Kongruenzaxioms folgt im vorangehenden Satz aus der Vorausset-
zung (c).

Auch das ndchste Theorem liefert Bedingungen fiir die Reprdsen-
tierbarkeit von Nachfragekorrespondenzen. Unter diesen Voraus-
setzungen existiért eine Reprdsentation g von h, die von oben

halbstetig ist. ‘

Das nachfolgende Lemma bendtigen wir zum Beweis dieses Satzes.

v

Lemma 7.2

' n

Sei h:4~ 2 IRy eine Nachfragekorrespondenz auf dem Bereich
n

der kompetitiven Budgetmengen und D(h) g R *.

Ferner sei die Budgetg]eiéhung:

\
1 Die Relation S wurde in Definition 3.4 erkldrt durch

XSy e xxy A xVy.
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(H): (v(p,M)e R™Y xeh(p,M) = px=M],
das Schwache Axiom (WA) und die Bedingung (.A ) U (vx®,
xPen(n)) [x%en(p®,M%) A xPeB(p?,M2)\h(p®, 1)) =
(3x%eD(h)Nh(p®,M%)) (3tel 0,10)[x%=tx?+(1-£)x]]
erfillt. ‘
Dann ist flr jedes xaED(h) die Menge {ylyedD(h) a x%P*y}
offen in D(h).

Bewels:
Sei xa,xbeD(h) und es geTte ferner x2p*x b
Wir wollen zeigen:

(3e>0) [xeU, (x b)er(h) = x3p¥x1 .

Mit der Definition von P* konnen wir schlieBen:

(HxleD(h))[xa=x1 A xlgxb) v (x apryl A xlﬁxb)].
(i) Gilt M1 >p1xb, so folgt unsere Behauptung unmittelbar.
(1) Seiinun Ml=plxP, pa beB(pl,Ml) und x%h(p1 Ml), kdnnen

wir die Bedingung (A) anwenden und erhalten

(3x%eD(h)) (3Tel0,10)0x° = Exl+ (1-E)xP o xO¢h(pt,Mly7.
Da plxO =p1xl und xl¢x°, kGnnen wir das Axiom (WA) anwenden
und erhalten 7(x°Vx1
V auf

(1) (v (P e Ry x%h(p,m) v xLés(p,m)T .
Da x° e€in Element von D(h) ist, existiert eine Preis-
Einkommen-Situation (p°,M°), so daB x°eh(p°,M°). Deshalb er-
halten wir mit (1) x'¢B(p°,M°), i.e. p°xL>MO. Dieses Evrgebnis
fihrt zusammen mit poxO =Ex1pO +(1-t)x bp0 auf xbp°<M°. Damit
erhalten wir

(B (P)IVxeu L, (xP)b(h) = pOx< W07,
so daf fur alle xeU .(xb)ﬂD(h) die Bedingung xOEx erfullt ist.
Gilt x —xl, SO konnen wir von x Px° auf x2p*x° schlieBen und
erha]ten damit fir alle xeU .( b)nD(h) x2P*x. Gilt andererseits
X P x1 A xlﬁx so erhalten w1r ebenfalls fir alle xeU .(xb)ﬂD(h)
X P X, womit in allen F&dllen der Satz bewiesen ist.

). Infolgedessen fiihrt die Definition von

Mit dem soeben bewiesenen Lemma 7.2 kOnnen wir die folgende
Aussage iiber die Reprasent1erbarke1t von Nachfragekorrespon-
denzen beweisen. .
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Theorem 7.10

Sei h: 4}* > 21R2 eine Nachfragekorrespondenz, deren Werte -
bereich D(h) =- L/ h(B(p,M)) offen in R[ ist.
B(p,M)edy'

Setzen wir ferner das Starke Axiom (SA) , die Bedingungen (H)
und (A) des vorangegangenen Lemmas und die"partielle Lipschitz-
Bedingung beziiglich M ":
Fir jede beliebige Preis-Einkommen-Situation (pO,MO) gibt es
ein >0 und ein K>0 derart, dap

(YM'>0) LM =M% <e = (vy''eh(p®,M0)) (3y eh(p®,M")

Cllyt=y 11 < kIm®-m' |11,
voraus, so ergeben sich folgende Resultate:
(a) Es gibt eine Funktion f: D(h)-+1IR derart, daB
(VXsyeD(h)) [xP*y = f(x)>f(y)]

(b) Es gibt eine von oben halbstetige Funktion g: D(h) -~ 1R

derart, daB fir alle (p,M)e R™*! i1t

h(p,M) = {xéD(h)lpng A (VyeD(h))[pysM = u(x)>u(y)l’.

Bewetis:
Offensichtlich impliziert das Starke Axiom, daB P* eine irre-
flexive und asymmetrische Relation ist. AuBerdem ist P* nach
Voraussetzung transitiv. Um (a) zu iberprifen, zeigen wir erst,
daB eine abzihlbare Teilmenge C von D(h) existiert derart, daB
C partial-dicht in D(h) beziglich P* 4st (vgl. Definition 7.4).
Wir konnen dann ein Ergebnis von Richter (1971, p.49) anwenden,
und erhalten infolgedessen eine nicht-negative, beschrinkte
Funktion f: D(h) > IR, derart, daB fir alle x,yeX mit xP*y auch
f(x)>f(y) gilt. Zu diesem Zweck sei Qf die Menge der Vektoren
aus D¢h)mit rationalen Komponenten. Wir betrachten ferner
xo, xleD(h)\Qf mit xoP*xl. Da gemdB Lemma 7.2 die Menge
UxIx%P¥x} offen in D(h) ist, gibt es ein &0 und ein
z€D(h)ﬂU5(x1) 1) mit rationalen Komponenten, so dap x°P*z
zP*x s d.e., xOP*zP*x1 unmittelbar folgt. Da p* asymmetrisch

1)

Flire >0 bezeichnet Uo(x) die e-Umgebung von x.
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ist, ist auch Q" partial-dicht in D(h) beziiglich P*. Demzufolge
existiert eine beschréankte Funktion f: D(h) » IR, derart, daB
xP¥y = f(x)>f(y).
Wir beweisen nun (b).
Ba f beschrankt ist, kOnnen wir eine Funktion g: D(h) -+ IR
dadurch definieren, daB wir
g(y) = Vim sup f(y), yeD(h)
setzen. Unter g(y) = 1im sup f(y) versteht man im allgemeinen,
da g(y) das Infimum der Menge der reellen Zahlen
sup {f(z |z€U} ist, wobei U lUber die Menge aller offenen Umge-
bungen von y in D(h), die m1tiﬁy bezeichnet wird, variiert.
Diese Funktion ist bekanntlich von oben halbstetig (vgl. Mc
Shane,E.J. und T. Botts (1952, S.75)).
Wir zeigen zunachst:
(1) (an,xbeD(h))[xaP*x = g(x¥)>g(x”) 1.
Trifft xaP*xb zu, so konnen wir gemdf Lemma 7.2 ein zeD(h)
finden, so daB x®P*zP*x° gilt. Da die Menge {x|xeD(h) A zP*x}
offen ist, gibt es eine offene Umgebung Ué(xb) =D(h) derart,

b b

daB alle v'eUE(xb) der Bedingung zP*v' geniigen. GemdR dem
ersten Teil der Behauptung gilt:

(vv'eUz (xP)) [ F(z)>F(v')T.
Infolgedessen erhalten wir die Beziehung

f(x?) > f(z) 2 sup {f(v')lv‘EUE(xb)}.
Hiervon flihrt die Definition von g auf

g(xb) inf {sup {f(s)]|seU}| Us’l@b}
sup {F(v')|v'eUg (x b)}
fz) < f(x%) g 9( 4.
Demnach gilt xaP*xb‘s g(x )>g( b). GemaB Sakai (1977, p.l124)
definieren wir die Menge w(p,M) durch

W(ip,M) = {x|xeD(h) Ao px<M A (YyeD(h))[pysM = g(x)>g(y)1}
und zeigen, daB h(p,M)=w(p,M).
Zundchst beweisen wir, daB fir alle Preis-Einkommen-Situationen
(psM) die Beziehung h(p,M)cw(p,M) zutrifft. Nehmen wir an, es
existierte ein (p,M) derart, daB

yoe h(p,M) xy¢ w(p,M)
gilt. Infolgedessen muB ein ¥eD(h) mit

A I

A
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(2) By < Hag(y)> ()
existieren. Wir unterscheiden dann zwei Fdlle:

(i): Y¢h(p,M). Da jedoch yEB(p M), trifft yPy zu, so daB wir
mit (1) g(y)>g (N) erhalten, was im Widerspruch zu (2) steht.
(i11): Yeh(p,M). Da nach (2) g(¥)>g(y) zutrifft, gibt es ein
€>0 mit der Eigenschaft, daB

(3) (vzeUz(¥)nD(h))[g(¥)>g(z)].
Dieser SchluB ist zuldssig, weil g: D(h) =~ IR von oben halbstetig
ist. Wenden wir jetzt die partielle Lipschitzbedingung beziig-
Tich M an, so kdnnen wir darauf schlieBen, daB ein €°>0 und ein
K°>0 existiert, so daB _
(4) (vM>0)LIM-Fl<e® = (3ven(p,m))C[lv-711< kO IM-MI1T,
Definieren wir

- . €
e = min{ - s 7?U} R

und M°=M+&, so fihrt.(4) auf .
(3zeh(p,RO))[|]z-y | ]< kO MO-f| = k° & ;KO-?%U<E 1.

Infolgedessen gilt Eeug(y)nD(h). Indem wir die Bedingung (H)
verwenden, kdnnen wir von yeh(p,M) auf p*y=M schlieBen, so daB
p+y<M°. Da hieraus zBy folgt, kOnnen wir (1) anwenden und er-
halten g(z)>g(y). Da aber Eeug(i), fuhrt (3) auf g(y)>g(z) und
damit zu einem Widerspruch. Also miiBte Y¢h(p,M) gelten, aber
auch das flihrt mit (i) zu einem Widerspruch. Infolgedessen er-
halten wir die Beziehung

h(p,M) < w(p,M).
Un die Umkehrung zu beweisen, betrachten wir ein xlew(p,M).
GemdB-der Definition von w(p,M) folgt hieraus

(5) px'sM A (vzed(h)) [pzsM = g(x1)2g(z) 1.
Angenommen, x“¢h(p,M). Da h(p,M)+0, existiert ein xzeh(p,M).
Die Bedingung (H) impliziert, daB px2=M. Da xlaB(p,M), erhalten
2)>g(x1), im Widerspruch zu (5).

g.e.d.

wir x“Px*, und somit auch g(x

Korollar 7.2

Setzen wir die Hypothesen von Theorem 7.10 voraus, und ist fir

1 .2 . . 1.2

X",%x"eD(h) die Beziehung x +x° erfiillt, so gilt folgendes:
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(1) 9(x})>g(x%) = g(x")>g(x), wobei xto(1-t)xtetx?

und te10,1[, xtehCh)

(1) x!2x® o g(xh)>a(x%)

Beweis:

Zu (i): Da D(h) konvex ist, gilt xteD(h), Damit gibt es (pt,Mt)
mit xt eh(pt,Mt). Da xt°pt=Mt=(1-t)x1pt+tx2pt, folgt hieraus

pt-xlgMt v pt-xz:th. Da nach Theorem 7.10 die Korrespondenz

h auf D{h)durch g: D(h) » IR reprdsentiert wird, folgt aus
pt-xj :Mt, daB g(t);g(xl) und damit auch g(t)gg(xz) erflillt ist.
Gilt hingegen pt-leth, so folgt aus dem gleichen Grund, daB
auch g(t);g(xz) zutrifft.

Zu (i1): Da x'en(h), gibt es (ph,Ml) mit xlen(pl,mt) und

pl-x1=M1. Hieraus folgt unmittelbar pl'x2 <M1. Damit gilt auch
2

xlﬁxz, woraus sofort gemdp Theorem 7.10 g(x1)>g(x )y folgt.

1

Korollar 7.3

Vorausgesetzt seien die Hypothesen von Theorem 7.¥0.Dann gibt
es eine vollstandige und transitive Relation Q, die h ratio-
nalisiért und eine Erweiterung von P* ist, d.h. es gilt

xP*y = xgy, vx,veD(h)

Zum Beweis: Die obige Behauptung wird unmittelbar einsichtig,
wenn wir bedenken, daB h auf D(h) von einer Funktion

g: D(h) ~ IR reprdsentiert werden kann und wir dann auf die
Bedeutung dieses Begriffes zuriickgehen. Die Relation 2 kann

so definiert werden, dap fir alle x,yeD(h) die Beziehung xgy
nur gilt, wenn g(x)zg(y). Damit istdiese Relation vollstandig und
transitiv, und h ist rational berg]ich‘§. Da aus xP*y
g(x)>g(y) folgt, gilt auch xSy . q.e.d.

Setzen wir anstelle des Starken Axioms (SA) das Postulat
(SA'), so ist h(p,M) eine Funktion. Dann kdnnen aber auch
die Ubrigen Pramissen von Theorem 7.10 so abgeschwéacht
werden, daB wir eine. Satz iiber Nachfragefunktionen, der
sich nur geringfiigig von einem Theorem von Sondermann
(1982, 177-78) unterscheidet, gewinnen.
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Theorem 7.11
n

Sei h:IR_r:+ xIR++ - ZIR+ eine Nachfragefunktion, deren Werte-

’ Be i '

Erfullt h ferner die Hypothesen

(H)> und (SA'), so gilt folgendes:

(a) Es gibt eine Funktion f: D(h) » IR derart, daB
(Vx,yeD(h))IxHy = f(x)>f(y)].

(b) Es gibt eine von oben halbstetige Funktion g: D(h) ~ IR der-

art, dap fir alle (p,m)e R gitt:

x=h(p,M) & (xeB(p,M) nD(h)A(¥YyeB(p,MND(h))[y+x = 9(x)>g(y)1).

(c) g(xl)gg(xz) = g(xt)>g(xz), wobei xt=(1—t)x1+txz, fir
tel0,1[ und x1¢x2,x1<§D(h),

(@) (x"2xP o xxPen(h)) = g(xt)rg(x?)

Beweis:

Zu (a): Zundchst ¢s¥ nachzuprifen, ob die Menge {x|xeD(h) A x%Hx}
flir jedes xaeD(h) offen in D(h) ist. Untersuchen wir jedoch den
Beweis zu Lemma 7.2 Zeile fiir Zeile, so wird offenbar, daB an-
stelle des Starken Axioms (SA') schon das Schwache Axiom (WA")
genligt, um nachzuweisen, daB {x|xeD(h) a x®Hx} offen in D(h)
ist.Die Bedingung (H) benStigen wir hier nicht, da diese nur

zum Beweis des Falles (1i): ysh(p,M)(vgl. 5.83) bendtigt wurde.

Aus dem : Beweis von Theorem /.10~ , sehen wir
sofort, daB eine beschrinkte Funktion f: D(h)-+IR+ existiert,
derart, daB

XHy = f(x)>f(y).
Zu (b): Definieren wir wie im Theorem 7.10 eine Funktion
g: D(h) ~ IR, indem wir

9(y) = 1im sup f(y), yeD(h),
setzen, so ergibt sich auf dhnliche Weise wie dort die Bezie-
hung

(1) x%Hx® = g(x?)>g(x").

Wir betrachten nun ein X=h(p,M) und zeigen, daB fir dieses
ETement die Bedingung

b
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(VyeB(p,M)IND(h))[y+X = g(X)>g(y)]
erfillt ist.
Angenommen, es gdbe ein yeB(p,M), y#X, mit der Eigenschaft
g(x)<9(¥)-
Da h(p,M) nur aus einem Element besteht, muB XxHy gelten, so
daB wir mit (1) auf g(x)>g(y) schlieBen kdSnnen, was im Wider-
spruch zu dem obigen Ergebnis steht.
Betrachten wir nun ein XeB(p,M) mit der Eigenschaft
(2)  (YyeB(p,M)ND(h))[y+X = g(x)>g(y)]
Nehmen wir %#h(p,M) an! Da h(p,M)*0, gibt es ein XeB(
so daB x=h(p,M). Hieraus folgt aber XHX und mit (1) g
was im Widerspruch zu (2) steht.
Zu (c): Da D(h) konvex ist, gibt es fir jedes tel0,1[ eine
Preis-Einkommen-Situation (pt,Mt) mit xt=h(pt,Mt). Damit er-

halten wir ptxt=pt°(1—t)x1+pttx2, woraus ptxl,gMt v ptx2 <Mt

p.M),
(x)>

g(Xx),

>
X

gefolgert werden kann.

Im Falle, daB ptx1 <Mt, erhalten wir xtHxl, und infolgedessen
g(x t)>g( 1), womit wir auf g(xt)>g(x2) schlieBen kdnnen.

Im Fa11e, daB pJC 2
g(x*)>g(x?).

Der Beweis zu (d) ist trivial und bedarf keiner weiteren Erliu-

Mt, erhalten wir mit (1) unmittelbar

terungen.

Ein dhnliches Theorem wie das obige, da§ wir ohne Beweis an-
fuhren wollen, finden wir auch bei Hurwicz und Richter (1971,
S.61). Dieser Satz wird fir xe IR" formuliert, so daB die Bud-
getmengen von der Form {XIXeIRn A px<M} sind.

Theovem 7.12

) n / I
Sei £ c ZIR ,ff,#d) und (Dé:& n
Erfiillt die Nachfragefunktion h:4 - ZIR auf dem Bereich
D(h) = Q{Uh(B) das Axiom (SA') und gilt fir alle x,yeD(h)
Be 4

und alte tel0,1[:

xVy A xxy = tx + (1-t)y ¢ D(h),
so gibt es eine transitive und vollstdndige Relation > auf D(h)
mit folgenden Eigenschaften:
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) x=h(B) & (xeBnB(h) A (VyeBND(h))Ixxyl)

) {z|zeR" A z&y} ist fur jedes ye IR" abgeschlossen in D(h),

) yzx A Xy A tel0,1[ A z=tx+(1-t)yeD(h) = zex

) Es gibt eine Nutzenfunktion u: D(h) - IR, die die Relation
z reprdsentiert und von oben halbstetig ist,

(e) x2y A x,yeD(h) = xpy.

Fassen wir die Ergebnisse dieses Paragraphen zusammen, so haben
wir im wesentlichen dariiber Kenntnisse gewonnen, unter welchen
verschiedenartigen Bedingungen die Reprdsentierbarkeit einer
AWK gewdhrleistet ist. Diese implizieren jedoch nicht immer,
daB h beziiglich der Relationen P° oder W rational ist, sondern
es kann im allgemeinen nur darauf geschlossen werden, daf
irgendeine Relation, die h rationalisiert, existiert.
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§8 Budgetprdferenzen

8.1 Représentation von Budgetprdferenzen

In den vorangegangenen Paragraphen untersuchten wir das Verhal-
ten eines Handlungstrdgers, der eine subjektive Vorstellung von
dem Wert der Alternativen einer ihm zur Auswahl stehenden Menge
besitzt. Wir konnen aber auch davon ausgehen, daB das Indivi-
duum die Wahlsituation, bzw. die Budgetmengen, bewertet und
gelangen damit zu einer dualen Betrachtungsweise des rationalen
Verhaltens eines Individuums.

Fassen wir die Wertvorstellung, die der Handlungstridger von den
Alternativen der Budgetmengen besitzt, als "direkte" Priaferenz
auf, so ist es sinnvoll, seine Bewertung der Budgetmengen als
"indirekte" Prdferenz anzusehen. Entsprechend kann eine reel-
wertige Funktion, die eine Pridferenzrelation auf der Menge X der
Alternativen reprdsentiert, als "direkte" Nutzenfunktion, eine
reelwertige Funktion, die eine Prdferenzrelation auf 4 reprisen-
tiert, als "indirekte" Nutzenfunktion bezeichnet werden.

Formal betrachtet heiflen eine direkte und eine indirekte Nut-
zenfunktion genau dann dual, wenn die von ihnen jeweils gene-
rierte Auswahlkorrespondenz die selbe ist.

In diesem Zusammenhang stellt sich die Frage, wie sich gewisse
Eigenschaften der direkten Nutzenfunktionen auf die indirekten
auswirken. Ebenso ist die Umkehrung dieses Problems von Inter-’
esse . Auch bei diesen Untersuchungen spielen Axiome, die als
die dualen Postulate zu dem Starken Axiom oder dem Kongruenz-
axiom angesehen werden kdnnen, eine zentrale Rolle.

Zundchst aber wollen wir unser Interesse dem Problem der Repra-
sentierbarkeit von Budgetprdferenzen zuwenden und fiihren daher
den Begriff der "indirekten Nutzenfunktion" formal ein.

Definition 8.1

Gegeben sei ein Budgetraum ¢X,4>und eine Relation }?auf/!}.
Dann heiBt die Funktion :&4~ IR eine "indirekte Nutzenfunktion"g¢hQU
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Aanns Wenn:
(VB,B'ef) [BWB' o d(B) »G(B')] 1),

Da in den Theoremen 7.1 bis 7.3 die Elemente des Bereichs, auf
dem die Relation erkldrt ist, auch durchaus Budgetmengen sein
konnen, lassen sich diese Sidtze ohne Einschrankungen auf das
Mengensystem %vUbertragen.

Lemma 8.1

Sei & endlich, aber nicht Teer und ¥ eine $chwache Ordnung auf
4. Dann existiert eine indirekte Nutzenfunktion §: £ IR
derart, daB

(vB1,BZcg)reln B2 o G(sl)

Lemma 8.2

Sei 4 ein abzdhlbares Mengensystem 2} und » eine vollstindige
Ordnung auf4-. Dann gibt es eine Nutzenfunktion U:4 —+IR
derart, daR

(vB,B'ed)[U(B') >0(B) & B'MB].

Lemma 8.3

Ist M-eine vollstidndige Ordnung aufd». Dann sind die beiden

Bedingungen:

(i) Es gibt eine endliche oder abzdhlbare und berg]iché}
ordnungsdichte Teilmenge voni&,

(i1) Es gibt einen Isomorphismus vonﬁﬂ-,}}}in <IR,>D,

dquivalent.

Nehmen wir an, ein Budgetraum <X,£%sei wie UbTich vorgegeben
(vgl. FuBnote 2‘). Ferner sei & eine Relation auf X und zwischen

\
1 Man beachte, daB { eine Mengenfunktion ist, d.h. der Defi-

nitionsbereich von U besteht nur aus Mengen.

2) s . , .
Ohne sténdig darauf hinzuweisen, setzen wir stets voraus,

daB 40 und G¢b.
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der Relation % und » bestehe folgender Zusammenhang:
Xpy 1o (X¥y) A7(yrx), VX,yeX.

Wird dann auf naheliegende Weise eine Budgetrelation auf 4
durch

BB’ e (WxeCo(B))(Vx'eB')[7(x'>x)] T

erklart, so stellt sich die Frage, wie sich gewisse Eigenschaf-
ten von ¥ auf > auswirken. Hierliber wird in Theorem 8.1 eine
Aussage gemacht.

2
Theorem 8.1

Gegeben sei ein Budgetraum < X,£> und eine transitive Relation
zauf X. Ist ferner > auf dem Bereich KvéSC%(B) eine schwache
Be .

Ordnung, so trifft das auch auf ¥ zu, wenn fiir alle Bed die
Bedingung C}(B)*Q erfillt ist.

Beweils:
Es genligt, die GuUltigkeit der Aquivalenz
BwB' & (3xeCy(B))(3x'eCyu(B')) [xxx"]

zu Uberprifen. Sei deshalb fiir beliebige B,B'et B¥ B' vorgege-
ben. Da nach Voraussetzung Co(B) und Co(B') nicht leer sind,
gibt es xeCy(B) und x'eCu(B'). Von B»B' kidnnen wir aber sofort
auf 7(x's=x) schlieBen, so daB wir mit Hilfe der Vollstdndigkeit
von > auf dem Bereich é;é{cy(B) Xex' erhalten.

e/

Setzen wir nun ungekehrt:
(1) (IxeCo (B))(Ix'eCy (B )Ix=x"]

voraus! Ferner sei %X ein beliebiges Element aus Cue(B) und X'eB'.
Nehmen wir X'=X an, so folgt - da x'eCy(B') - x'=%'*% und

)
L Die Menge Cy.(B) wurde in Definition 6.7 erkldrt durch

Co(B) = {x|xeB A (73yeB)[y»x1}, d.h. Cy(B) besteht
aus den maximalen Elementen von B beziiglich ».

\
Theorem 8.1 geht im wesentlichen auf einen Satz von Little
(1979, S. 185) zuriick.
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damit auch x'+X. Denn angenommen, letzteres ware nicht der Fall,
so wiirde wegen der Vollstandigkeit von » auf dem Bereich
\%£C>(B) die Beziehung X¢x' zutreffen. Damit erhielten wir das
Be &

Ergebnis XxX', was im Widerspruch zu X'»X steht. Ahnlich folgt
aus x'sXzx das Ergebnis x'sx, was einen Widerspruch zu (1) dar-
stellt. Infolgedessen konnen wir unmittelbar auf die Behauptung
schlieBen.

An das Theorem 8.1 schlieBt sich unmittelbar folgendes Ergebnis
an:

Korollar 8.1

Sei 4+ eine Menge von kompakten Budgetmengen B(X und » eine Re-

lTation auf X. Ist ferner * transitiv und auf k{&C;(B) durch
. Be-
eine von oben halbstetige Nutzenfunktion reprédsentierbar, so ist

die Relation E} durch eine indirekte Nutzenfunktion reprdsen-
tierbar.

Beweis:
GemdR Definition 8.1 haben wir zu untersuchen, ob eine reel-
wertige Funktion v existiert derart, daf

(VB,B'el) [BSB' & v(B)>v(B')]

wahr ist. Da > auf /) C,(B) von einer von oben halbstetigen
Beds
Nutzenfunktion u reprdsentiert wird, gilt filir alle

R ./ Cy (B
e Bke/{; »(8)
u(x) 2 u(y) & xxy

Da u von oben halbstetig und jedes Bed kompakt ist, folgt
hieraus:

(VBeL) [Cy(B)+p]

Infolge ihrer Reprdsentierbarkeit ist die Relation > auch voll-
stdndig und transitiv, so daB alle Voraussetzungen von Theorem
8.1 erflillt sind und wir aufgrund des Beweises zu diesem Satz

darauf schlieBen konnen, daB fir alle B,B'e #-
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(1) B»>B' & (3xeCy(B))(ax'eCsy(B"))[x2x"]

erfiil1t ist. Damit gilt aber auch

(2) BRB' o (3xeCy(B))(3x"'eCx(B")) fu(x)zu(x")]
omax {u(y)|lyeB} > max {u(y')|y'eB'}.

Letzteres folgt, weil die Relation = durch eine von oben halb-
stetige Funktion reprdsentierbar ist.
Setzen wir nun v(B) = max {u(y)|yeB}, so sehen wir aufgrund des
Ergebnisses in (2) unmittelbar, daB wir damit eine Reprdsen-
tation von %% gefunden haben.

qg.e.d.

Es ist naheliegend, den Relationen "revealed vorgezogen" und
"indirekt revealed vorgezogen" entsprechende Relationen fir
Budgetmengen zu erkldren.

Definition 8.2

Sei X+P und 4 wie Ublich erkldrt. Ferner sei eine AWK h: 4 - 2%

gegeben. Dann gelte fiir beliebige Budgetmengen Ba,Bbeﬁ:

B2FB° o B24BP A n(BP)nB%4p.

Die Relation F driickt aus, daB von zwei Budgetmengen B® und Bb

erstere der zweiten vorgezogen wird, wenn sich der Handlungs-

b

trdager aus B~ eine Alternative wdhlen kann, die er sich zumin-

dest auch in der Budgetsituation B2 leisten kann. Diese Inter-
pretation der Relation F 1dRt darauf schlieBen, daB er die aus

B gewdhlten Alternativen mindestens ebenso hoch bewertet wie

diejenigen von Bb.

Definition 8.3

seien B%,BPc#. Dann gelte

BF*P e BB v (3Bl,...,B%)(B2FBY A...r BKFBPI.
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Mit diesen Definitionen werden ein Schwaches Axiom (HE') und
ein Starkes Axiom (SF') fir Budgetmengen formuliert

Axiom (WF')

b

(v8?,8"cd) 1B2FBD = - (BPFB?) 1.

Axiom (SF')

(v2,BPes) (B2F*BD = 7(BPF*R?) 1.

Anmerkung 8.1

Fordern wir die GlUltigkeit des Axioms (WF'), so folgt unmittel-
bar, daB jedes Element xeX in hochstens einer Budgetsituation
gewdhlt werden kann. Entsprechend 188t die Voraussetzung des
Axioms (WA‘) darauf schlieBen, daB in jeder Budgetsituation
hochstens eine Alternative ausgesucht werden kann. Da aber
h(B)#@ vorausgesetzt wird, impliziert das Postulat (WA') offen-
sichtlich, daPB aus der Menge B genau ein Element gewdhlt wird.

Aus den oben genannten Definitionen 8.2 und 8.3 wird sofort
der enge Zusammenhang zwischen den Relationen P und F, bzw.
zwischen P* und F*, sichtbar.

Lemma 8.4

Seien x und y Elemente aus D(h) = Y h(B). Dann gilt:
Bed-

1 1 lpg2y,

b) xP*y = (3B1,B%eH)Ixen(BL) A yeh(BZ) A BIF*B?].

a) xPy = (3B ,Bzelﬁ[xeh(B ) A yeh(BZ) A B

Das ndchste Lemma weist auf die enge Beziehung zwischen dem
Schwachen Axiom (WA): xPy =7(yVx) und dem Postulat (WF') hin.

1 Wir verallgemeinern hiermit das Schwache und das Starke Axiom,

das in dhnlicher Weise flr kompetitive Budgetmengen von Sakai
(1978, S.116) formuliert wurde, auf beliebige Budgetmengen.
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Lemma 8.5

Erfillt die AWK h: - 2% die Bedingung (WF'), so geniigt sie
auch dem Axiom (WA) auf dem Bereich D(h) = k,; h(B).
‘ Be

Beweis:

Fiir beliebige X,yeD(h) | gelte xPy. Infolgedessen existiert
ein B! mit xeh(BY) A yeBL h(Bl).Da yeD(h) gibt es ein B2 mit
yeh(Bz), so daB also BlFB2 zutrifft. Bei Verwendung des Axioms

(WF') folgt hieraus 7(B°FBL) bzw.

(1)  B2nn(Bl) = p

Von der Annahme yVx kann man auf die Existenz eines B3 mit

(2)  yeh(B3) A xeB3

geschlossen werden. Es gilt dann, drei F&lle zu unterscheiden.

1. Fal1: B3+BY und B3+8%. Da xen(Bl) und xeB®, erhalten wir

B3FBL. Aus yeh(BZ) und yes! Lrg3,
was im Widerspruch zu dem vorhergehenden Ergebnis
steht.

2. Fall: Gilt B3=BT, so folgt aus (2) yeh(B), im Widerspruch
Zu yeBl\h(Bl).

3. Fall: Trifft B3=B2 zu, so fihrt (2) auf xaBz. Da aber xeh(B
folgt hiermit anh(Bl)¢Q, im Widerspruch zu (1).

qg.e.d.

ergibt sich dann B

1

1)’

Im ndchsten Lemma sehen wir, daB eine Auswahlkorrespondenz, die
das Axiom (SF') erflillt, auch der Bedingung (SA) genligt.

Lemma 8.6

Erfiillt eine AWK h: 24+ 2X die Bedingungen (SF'), so geniigt sie
auch dem Axiom (SA) auf D(h) = \U h(B).
Beudr

Bewetis:
Sei xP*y und x,yeD(h). Mit Hilfe von Lemma 8.4 gelangen wir zu:

(1) (38,B%H) [xehi(Bl) A yen(B?) A BlF*s?7.
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Aus der Annahme, yVx wiirde zutreffen, folgt die Existenz einer
Budgetmenge B mit der Eigenschaft yeh(B) a xeB. Die Anmerkung
8.1 fiihrt auf B=B% und damit zu xeBZ. Aus (1) folgt mit Hilfe
von (SF') die Bedingung 7(BZF*Bl), so daB also Bl#p2, Aus diesem
Grund und wegen

1

xeh(B~) A xeBZ

2

folgt B FBl, was einen Widerspruch zu (1) darstellt.

qg.e.d.

Wir wollen nun die Frage, welchen EinfluB die Struktur von h
auf den Zusammenhang zwischen den Axiomen (WF') und (SF') hat,
behandein. Da offensichtlich (SF') = (WF) allgemein zutrifft,
haben wir nur die Umkehrung zu untersuchen. Es 1Bt sich z.B.
unter geringem Aufwand zeigen, daB unter der Bedingung

()  B,B2ch - Blu2e £

die Aquivalenz der beiden genannten Axiome folgt.

Lemma 8.7

Erfiillt h: b 2X die Bedingung (B), so gilt:
(WF') & (SF').

Bewezrs:

Die Behauptung folgt sofort, nachdem wir gezeigt haben, daB F
transitiv ist. Es gelte deshalb fiir beliebige Budgetmengen
sl,82,B3:4:

1,2

(1)  B'FB 2

A BZFB3,

Also gibt es definitionsgemdB ein yeX mit yeh(Bz) A yeBl.

Wenden wir die Bedingung (WF') an, so folgt Teicht, daB y¢h(Bl).
Da h(Bl)¢@, gibt es ein xeh(Bl), und wir erhalten mit der De-
finition von P xﬁy. Ahnlich folgt die Existenz von zwei Ele-
menten y und z mit:

2

yeh(BZ) A Zeh(B3) A zeBz\h(B )

so daB yPz gilt. Erinnern wir uns an die Vorbemerkung zu Theo-
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rem 4.3,s0 impliziert die Bedingung (B) zusammen mit (WA) die

Transitivitdt von P, so daB wir xPz erhalten. Da jedes der Ele-
mente X und z nur in einer einzigen Budgetsituation ausgewshlt
1-,3
FB

werden kann, muB B zutreffen, womit die Behauptung unmittel-

bar folgt.

Nicht nur das Starke und das Schwache Axiom, sondern auch das
Kongruenzaxiom (CA) kann fiir Budgetmengen formuliert werden.

Aus diesem Grunde flihren wir flr Budgetmengen die Relationen

V und W, die den Relationen V und W entsprechen, ein.

Definition 8.4

Fir BL,B%cf gelte

2

Bt VB2 e n(B%)nBlep.

W bezeichne die transitive Hiille von V.

In Ubereinstimmung mit Little ((1979), S.150) nennen wir eine
Auswahlkorrespondenz "indirekt kongruent", wenn sie das Postu-
lat

(CF): (VxeX) (VB',Bef)[xeBnh(B') A B' WB = xeh(B)]

erflillt. Das nachfolgende Lemma stellt einen  Zusammenhang
zwischen den Axiomen (WF') und (CF) her.

Lemma 8.8

Unter der Bedingung (B) gilt (WF') = (CF).

Beweis:
Es soll zundchst die Transitivitdt von V nachgewiesen werden.
Deshalb nehmen wir

1 2

Bl vg2 A B2 yg3

an und unterscheiden vier Falle.
1.Fall: Bl#BZ, 82*83, Bl#B3. Hieraus ergibt sich B FB2 A B

woraus sich analog zu dem Beweis von Lemma 8.7

2rn3

1 FB3,
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BlFB3 ergibt. Damit gilt aber auch B1 VB3.
In den Fillen, wo B'=B%, B2=B% oder B=B3 erfullt ist, folgt
der Schlup auf BY VB3 unmittelbar.

Un die Glltigkeit von (CF) zu iiberpriifen, setzen wir fir be-

liebige Budgetmengen B und B'
xeX A XxeBnh(B') A B' WB

voraus, so daB damit BVB' und B' VB erfiillt ist.

Aus der Annahme x¢h(B) folgt BF B'. Damit gilt aufgrund von
(WF') (B'F B), was zu h(B)nB'=p fiihrt. Das ist aber ein
Widerspruch zu B' VB.

Anmerkung 8.2

Wir wissen bereits, daB unter der Bedingung (B) die Postulate
(WA) und (CA) dquivalent sind (vgl. Theorem 4.3, S.21). Es kann
jedoch die Aquivalenz von (WF') und (CW) unter dieser Bedingung
nicht nachgewiesen werden. Eine solche besteht aber, wenn zu-
sdtzlich gefordert wird, daB die Menge {Bs£4xah(B)} fir jedes
xeX einelementig ist. Der Grund ist folgender: Wihrend das
Axiom (WF') stets die Einetementigkeit von h(B) fiir jedes Be 7
impliziert, ist dies bei Voraussetzung von (CF) nicht notwendig
der Fall.

Anmerkung 8.3

Wenn wir die Bedingung (A) von §4 beriicksichtigen und voraus-
setzen, daB alle endlichen Mengen auBer der leeren Menge in f;
enthalten sind, so wird evident, daB diese Bedingung zusammen
mit dem Axiom (WF') sinnlos ist. Wie ndmlich bereits in der
Bemerkung 8.1 festgestellt wurde, impliziert das Axiom (WF'),
daf jedes xeX in hdchstens einer Budgetsituation gewahlt wer-
den kann, so daf also x bereits aus der Budgetmenge {x}ed und
nur aus dieser gewdhlt werden kann. Flr jede andere Budgetmenge
B mit |B|>1 wdre aber h(B)=p, was im Widerspruch zur Definition
von h steht. Ebensowenig ist unter der Bedingung (A) das Axiom
(CF) sinnvoll, da

XeBNh(B') A B' WB = xeh(B)
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nur zutreffen kann, wenn B=B'={x}.

8.2 Rationalisierbarkeit durch Budgetpraferenzen

Wir wollen uns nun mit dem Problem der Rationalisierbarkeit von
Auwahlkorrespondenzen durch Budgetprdferenzen beschdftigen. Die
uns bekannten Dualisierungsprinzipien, etwa das der linearen
Optimierung, Tegen uns nahe, Rationalitdt von h beziiglich einer
Budgetrelation so zu erkldren, daB x nur dann Element von h(B)
sein soll, wenn der Handlungstrédger die Budgetmenge B nicht
besser einschdtzt als alle anderen Budgetsituationen, in denen
ihm gleichfalls x angeboten wird. Es ist nadmlich moglich, daB
ihm in diesen Situationen auch Alternativen, die er hoher als

X einschdtzt, zur Wahl stehen. Gilt xeh(B), so ist daher B von
allen Mengen, in denen x enthalten ist ,ein mﬂﬁnw]esEﬂementl\..

Definition 8.5

Sei h:drr 25 eine AWK.
a) Dann heiBt h "indirekt m-rational" bezliglich einer Relation
s\ auf £ genau dann, wenn

(VBefo) [h(B)={x|xeB A (VB'ef)[xeB' = 7 (B¥B')]1}].

b) h:f » 2% heiBt "indirekt b-rational® bezliglich einer Relation
% auf 4 genau dann, wenn

(VBed)[h(B)={x|xeB A (VB'eh)[xeB' = B'>BI}].

c) h::ge-ZX heiBft "indirekt rational" genau dann, wenn eine Re-
Tation G' auf 4 existiert derart, daB h indirekt m-rational
beziiglich G' ist.

1 Ein Element ceA heiBt ein "minimales Element" beziiglich einer

ReTation v auf A, wenn fiir alle scA die Beziehung 7 (cys) zu-
trifft. c heiBt ein schlechtestes Element” von A beziglichy,
wenn flir alle seA die Beziehung c<s zutrifft.
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Anmerkung 8.4

Offensichtlich ist jede indirekt b-rationale AWK auch indirekt
m-rational, da jede schlechteste Budgetmenge auch eine minimale
ist.

Wir haben in unserem Paragraphen 4 mehrere Versionen des
Schwachen und Starken Axioms, die auch bei der Rationalisier-
barkeit von hr£~*2x eine Rolle spielten, kennengelernt. Aus

diesem Grunde ist es naheliegend, nach entsprechenden Versio-
nen dieser Axiome filir Budgetmengen zu suchen

In dem %o]genden Postulat erkennen wir leicht eine dem Axiom
(WA) entsprechende Forderung filir Budgetmengen.

Axiom (WF)

(vB,B'e£) [BFB' = 7(B' VB)].

Analog formulieren wir ein dem Postulat (SA) entsprechendes
Axiom (SF).

Axiom (SF)

(vB,B'ef,) [BF*B' = < (B'VB)].

Zwischen dem Starken Axiom (SA) und dem Postulat (SF) besteht
ein enger Zusammenhang, auf den der ndchste Satz hinweist.

Theorem 8.2

Eine AWK h:d + 2% erfil1t das Axiom (SA) auf dem Bereich
D(h) = \Végh(s), wenn sie die Bedingung (SF) erfiillt.
Be

Beweis:

(SF) sei vorausgesetzt und es gelte ferner flir x,ye ké}h(B)
Be
die Beziehung xP*y. Aufgrund von Lemma 8.4 folgt hieraus:

(1) (381,82 &) Ixen(BY) A yen(BZ) A BlF*B?].
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Angenommen, es gilt yVx, so flihrt dies zu

(2) (3B%4) [yeh(B®) A xeB?]

Von (1) und (2) konnen wir auf

(3)  B°vB! A B?VB®

schlieBen.

1.Fal1: BO#Bl, B24B°.
Dann folgt aus (3) B2F*BL, so daB wir mit (1) BlF*pl
erhalten. Mit (SF) kOnnen wir dann auf 7(Bl\iBl), i.e.
h(Bl)nBl=¢, schlieBen, was zu einem Widerspruch zu (1)
fiihrt, da xeh(Bl).

2.Fall: BO=Bl.
Mit (1) konnen wir auf B°F*B schlieBen, so daB sich mit
(SF) (B VB®) bzw. h(B°)nB%=@ ergibt. Das aber ist ein
Widerspruch zu (1) und (2).

3.Fall: B2=8C.
Mit (1) ergibt sich dann B F*B°, so daB wir aufgrund
von (SF) 7(B°yB) und damit h(B1)nB®=p gilt, womit
wir einen Widerspruch zu (1) und (2) erhalten.

2

2

1

g.e.d.

Einige der uns aus §6 bekannten Theoreme lassen sich nun leicht
auf Budgetprdferenzen libertragen.

Theorem 8.3

Erfillt h: & 2% das Axiom (WF), so gibt es eine vollstandige
Budgetrelation V° auf & derart, daB fir alle B%ch:

h(B?) = {xe\JQLh(B)|xeBO A (VB'ed)IxeB' = B' VOBO]},
Be

Bewels:
Wir definieren eine Relation V° durch
BVOB':® BVB' v7(B'VB), VB,B'ed,

Offensichtlich ist diese Relation vollstandig. Es soll nun nach-
gewiesen werden, daB h beziiglich VO indirekt b-rational ist.
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Sei deshalb Bef, Xeh(B), B'edrund x'eB' vorausgesetzt.
Hieraus folgt h(B)nB'+p, so daB B' VOB zutrifft.
Umgekehrt gelte

(1) X & {x|xeB o (vB'eB)[xeB' = B' VOB1}

und Xxe L&f(B). Nehmen wir X¢h(B) an, so gibt es ein z%+X und

Be ~ - ~

z%h(B). Da Xe {/ h(B), existiert eine Budgetmenge B mit xeh(B).
Bed~ I

Infolgedessen erhalten wir als Ergebnis BFE und mit Hilfe des

Postulates (WF) 7(BVB). Von Xeh(B) und XeB konnen wir auf
BVB schlieBen, so daB wir das Resultat
BVE A 7(BVE)
erhalten. Diese Aussage ist jedoch dquivalent zu
SBVE) v 7(BVB).

Damit erhalten wir als Ergebnis 7(5\”@), was im Widerspruch
zu (1) steht.

Theorem 8.4

Erfullt h:d - 2% das Axiom (SF), so gilt fir jede beliebige
Budgetmenge B J»

h(B°) = {xe Ljh )| xeB? A (vB'ed)[xeB' = 1(B°F*B')]}.

Bewets:

Sei Bed und xeh(B). Wir betrachten ferner ein B'cdimit XeB' .
Von B'"'VB fiihrt das Axiom (SF) auf 7(§F*B"). Mit diesem Er-
gebnis gewinnen wir schlieBlich

(1) X e {xe Ljh )[xeB A (VB'ed)[xeB' = 7(BF*B')1}.

Setzen wir umgekehrt (1) voraus und nehmen x¢h(B) an, so kin-
nen wir auf die Existenz einer Budgetmenge B mit der Eigen-
schaft xeh(B) schlieBen. Damit aber gilt BFB, so daB wir einen
Widerspruch zu (1) erhalten.
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Es ist naheliegend, ein zu dem Theorem 6.4 duales zu suchen.
Aus diesem Grunde mlissen wir zundchst das Axiom (VA) fiir Bud-
getmengen formulieren. Zu diesem Zwecke definieren wir die
Mengen A(x) und A*(x) flir xeX durch

A(x) := {B|Bedn xeb},
A*(x) := {B|BeA(x) A xeh(B)}.

Wir kdnnen dann fiir Budgetmengen ein Postulat, welches dem
Axiom (VA) entspricht, auf folgende Weise formulieren:

Adxiom (VF)

(vxeX)[BeA(x) A (vB'eA(x))[B' VB = BeA*(x)]].
Mit dieser Erkldrung lautet dann der zu Theorem 6.4 duale Satz:

Theorem 8.5

Eine AWK h:ﬂe—ZX ist genau dann indirekt b-rational, wenn h
das Axiom (VF) erfiillt.

Beweis:

1. Teil: Setzen wir zundchst voraus, h sei indirekt b-rational,
d.h. per definitionem, es gibt eine Relation W auf 4 derart,
dap h indirekt b-rational beziiglich % ist. Hieraus folgt

h(B) = {x|xeB A (VB'ef)[xeB' = B'§>B]},/VBeﬁu
bzw.
(1) h(B) = {x|BeA(x) A (VB'ed)[B'eA(x) = B'-B] }, vBeh.

Sei xeX und EeA(x) gegeben. Ferner gelte fir ein beliebiges
B''e A(x)

(2) B'' 'V B,

so daB definitionsgemdB ein z in X existiert, fiir welches
zeh(B) A zeB" erfillt ist. Mit (1) kénnen wir hiervon auf
B“§>§ schlieBen. Infolgedessen gilt fir alle B'eA(x) mit
B'VB die Beziehung B's-B. Dieses Ergebnis flhrt zusammen mit
(1) auf xeh(B).
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2. Teil: Um die Umkehrung zu liberpriifen, erfiille h das Axiom
(VF). Wir werden zeigen, daB h indirekt b-rational beziiglich
Vist. Sei Berund xeh(B) voralusgesetzt. Dann gilt fiir ein
beliebiges B'eA(x) aufgrund der Definition der Relation V

B' VB, so daB

h(B) < C := {x|BeA(x) A (VB'eh)[B'eA(x) = B'V B]

gilt.

Setzen wir nun XeC voraus, so folgt BeA(X). Ferner soll fiir alle
B'eA(X) die Beziehung B' VB erfillt sein. Infolgedessen kann mit
(VF) auf BeA*(x) geschlossen werden, womit der Satz bewiesen
ist.

Um einen Satz, der dem Theorem 6.10 entspricht, formulieren zu
konnen (vgl. Little 1979, S.191), fiihren wir zunichst einen
neuen Begriff ein.

Definition 8.6

Eine AWK h: &~ 2X heift genau dann"indirekt reguldr-rational”,
wenn h beziiglich einer vollstindigen und transitiven Relation
indirekt rational ist.

Damit Tautet das zu Theorem 6.10 duale D

Theorem 8.6

Eine AWK h:ﬁl*-ZX ist genau dann indirekt regular-rational, -~
wenn fir-alle xeX A*(x)#P und wenn K das Axiom (CF) erflillt.

Beweis:
l. Teil: Sei h indirekt reguldar-rational bezlglich einer Rela-
tion G. Ferner sei xeBNh(B') A B' WB vorgegeben. Nehmen wir

D Wir gebrauchen den Begriff "dual", um damit auszudriicken,

daf} die Relationen liber X gegen entsprechende Uber:ﬁ-ausge—
tauscht werden, und daB ferner die Axiome (WA), (SA) usw.
durch die entsprechenden fiir Budgetmengen ersetzt werden.
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x¢h(B) an, so kdnnen wir auf
(1) BGB' A 7(B'GB)

schlieBen. Die Beziehung B' WB impliziert

(asl,....B5) B vBl A .. BKVET,

1 Ave oA BkG B ergibt. Da G transitiv ist, er-

womit sich B' GB
halten wir schlieBlich B' GB, im Widerspruch zu dem Ergebnis
in (1).

2. Teil: h erfiille das Kongruenzaxiom. Definieren wir die Re-

lationen P% und J° durch

BP°B' :» BWB' A <(B'#WB)

BJI®B' e B=B' v (B'WB A BUB'),

so konnen wir analog dem Beweis zu Theorem 6.10 fortfahren
(vgl. auch Little (1979, S.191)). Demnach gibt es eine voll-

stdndige und transitive Erweiterung P' von P9/9° auf £/9°.
Definieren wir die Relation R® durch

BROB' :» BJ°B' v [B] P' [B'],}
so folgt in entsprechender Weise wie im Beweis zu Theorem 6.10,

daB h indirekt reguldr-rational beziiglich R® ist.
g.e.d.

Mit Hilfe des im folgenden Lemma ermittelten Zusammenhangs
zwischen den Axiomen (CA) und (CF), wird im Korollar 8.2 eine
Beziehung zwischen indirekt reguldr-rational und reguldr-rational
hergestellt.

Lemma 8.9

Eine AWK h: 4. » 2X erfiillt genau dann das Postulat (CA) auf

L/ h(B), wenn sie dem Axiom (CF) geniigt.
Baf_'f

Der Beweis fir diese Behauptung kann bei Little (1979, S.192)
nachgelesen werden.

\
1 [B] bezeichne die Aquivalenzklasse von B ind beziiglich der

Relation J©°.
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Kerollar 8.2

Eine AWK h: 4~ ZX ist genau dann indirekt reguldr-rational,
wenn h reguldr-rational ist.

Der Beweis hierzu folgt direkt aus den Theoremen 6.10, 8.6
und dem Lemma 8.9,

8.3 Bewertung der Budgetmengen durch reelwertige - Funktionen

Wir wollen uns nun mit dem Problem der Reprdsentierbarkeit von
Auswahlkorrespondenzen durch reelwertige Funktionen, wenn die
Budgetprdferenzen gewissen Restriktionen unterworfen sind, be-
schaftigen.

Erinnern wir uns an die Erkldrung der Repridsentierbarkeit von
Auswahlkorrespondenzen in Definition 7.2! Dort hatte es gehei-
Ben, daB h durch eine numerische Funktion g: X>IR reprdsentier-
bar ist, wenn

(¥Befs) [h(B) = {x|xeB A (VyeB)[g(x)2g(y)1}]

Im Gegensatz zu dieser Definition ist es nun erforderlich, daB
die reelwertige Funktion nicht Uber X, sondern iber <. erklirt
ist, da sie eine Bewertung der Budgetmengen Tiefern soll. Nach
den uns bekannten Dualitdtsprinzipien ist folgende Erkl&arung
naheliegend:

Definition 8.7

Eine reelwertige Funktion v:4-+ IR heiBt genau dann eine "Bewer-
tung" von h:4 » 2X, wenn

(vBed)[h(B) = {x|xeB A (VB'eh)[xeB' = V(B')2v(B)1}1.

Existiert eine solche Bewertung der AWK h, so heiBt h auch
"bewertbar".

Es stellt sich nun die Frage nach einer sinnvollen Interpreta-
tion dieser Definition. Wie wir gesehen haben, ondnet eine Re-
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prasentation von h den Gliterblindeln der Auswahlmenge einer Men-

ge B den hdchsten numerischen Wert zu. Liegt aber eine Bewertung
von h vor, so gilt xeh(B) nur dann, wenn der Wert von B den der
anderen Budgetmengen, in denen x ebenfalls auftritt, nicht ulber-
steigt. Wird x in der Situation B® gewdahlt, in der Situation

Bb
noch Alternativen zur Wahl standen, die der Handlungstrdger ge-

jedoch zuriickgewiesen, so geht hieraus hervor, daB in Bb

genliber x prdferiert. Deshalb ist es auch sinnvoll, der Budget-
menge Bb einen hdheren Wert zuzuordnen als B2. Wird x noch in
einer anderen Situation B® gewdhlt, so ist es angemessen, B2
und B® mit dem gleichen Wert zu belegen. Wir sehen also, daB
durch die Definition 8.7 eine sinnvolle Bewertung der Budget-
mengen eingefihrt wird.

In dem folgenden Satz (vgl. Sakai (1977, S. 126-127)) werden
Bedingungen, unter denen eine gegebene Auswahlkorrespondenz be-
wertbar ist, aufgestellt. Diesem Theorem wird ein Lemma vorweg-
geschickt. Da es sich jeweils um Aussagen iliber ein System von
normierten kompetitiven Budgetmengen, d.h. von Mengen der Form
{xlpxgl} handelt, genligt es auch, die Budgetmengen iiber ihre
zugehorigen Preissituationen zu bewerten. Ist v dann irgend-
eine Bewertung von h, so werden wir in Theorem 8.7 statt v(B(p))
immer nur v(p) schreiben.

Lemma 8.10

£ bestehe aus allen normierten kompetitiven Budgetmengen der n
Form B(p) = {xlerRE A pxgl} fir p€IR2+. Ferner sei h:#~ ZIR+
eine AWK, die das Schwache Axiom (WF') und die normierte Bud-
getgleichung

\
(H'):  (vpe R" )ixehi(p) = px=11 !

erfiillt. Gilt dann flr irgendzwei Preissituationen pa und pb
die Beziehung B(pa)F*B(pb), so gibt es ein €0 und eine offene
Umgebung Ue(pa) 1‘n‘IR2+ derart, daB fur alle peUE(pa)
B(p)F*B(pb) zutrifft.

1) Wie auch schdn zuvor in dieser Arbeit schreiben wir anstelle
von h(B(p)) zur Abkiirzung h(p).
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Bewetls:
Wird B@'F*Bb vorausgesetzt, so gilt per definitionem: Es gibt
1 derart, daB

)

eine Budgetmenge B

(1) (B'=BP v Blp*gb ) gOFpl

Hieraus folgt, es gibt po,pleIR2+ mit p°¢p1, xoeh(po) und

h(pl)nB°¢Q, wobei Bl=B(p1) und B°=B(p°). Demnach gibt es ein
xTeh(pl) mit
x1-p0 < po.xo -1,

Gilt xl.po <1, so gibt es eine €'-Umgebung von po, UE.(pO),

derart, dapB

(VPeUg, (p®)) [x1psl]

und B(p)FBL fur alle pel_, (p°) erfiillt ist. Hieraus folgt die
Behauptung sofort mit Zeile (1).

Betrachten wir nun den Fall, daB x'+p® = 1. Aus (1) folgt mit
Hilfe des Axioms (WF') - (B'FB®), und damit h(p®)nBlep.
Hieraus ergibt sich

(2)  x%pl s plixl o g,

Sei nun pt = (1-t)p° +tp1 fir tel0,1[ und xteh(pt). Hieraus

folgt:
pt-x1 = (1-t)p°-x1 +tp1~x1 = (1-t)+t =1 = pt-xt.
Dieses Ergebnis flihrt auf h(pl)nB(pt)¢¢ bzw., da pt¢p1, auf

B(p*)FB(pl). Mit dem Axiom (WF') kémnen wir dann auf hiptyne(pl)=p
schlieBen, so daB xt-pt > 1. Von pt-xt = (1-t)p°-xt +tp1-xt
geTangen wir schlieBlich zu pO-xt <1 = pooxo. Deshalb gibt es

ein €' >0 derart, daB fir alle peUE..(po) xt-p < 1 bzw.
h(p®)nB(p)+P. Infolgedessen gilt fir alle peU_dP°) B(p)F*B(pl).
Dieses Ergebnis flhrt mit (1) auf die Behauptung.

g.e.d.

Theorem 8.7

) n
Sei h:d~ 2IR+ eine AWK, die die Voraussetzung von Lemma 8.10
und das Starke Axiom (SF) erfiillt. Ferner bezeichne D(h) den

Wertebereich von h. Dann gilt
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(a) Es gibt eine Funktion v:IR" +IR derart, dap

++
B(p!)F*B(p%) = v(p')>v(p°)
(b) viIR" SR, ist eine Bewertung von h; d.h.

++ +
h(p) = {x|xed(h) a pxsl A (quIR2+)[qx§1]) = v(q)>v(p)}
(c) Fir alle peIRE+ ist die Menge {q|quR2+ A v(p)2v(q)}
abgeschlossen in IR$+.
(d) (wp°,p? :
= v(p?

(e) pl<p® = v(p

e RV L(P%+p™ A v(pT)>v(p®) A p(t)=(1-t)p°+tpt A te]0,17)
t
)

)>v(p%).

)>v(p
1

Bewels:

Zu (a) und (c): Aus den Voraussetzungen dieses Satzes folgt,
daB F* eine irreflexive und transitive Relation ist. Wir be-
zeichnen mit Qﬁaie Menge der Vektoren von IRE:+ mit rationalen
Komponenten und wollen zeigen, daB Q”berg]ich F* partial-dicht
in IRE+ ist. Aus diesem Grunde seien po,p1 Elemente aus IR:D Qf*
mit B(pl)F*B(po). GemdB Lemma 8.10 gibt es ein €>0 derart,

daB fir alle pel, (p') B(p)F*B(p°) zutrifft. Da ein peU_(pt)nQ*
mit 5>p1 und B(pl)F*B(E)F*B(pO) existiert, ist Q"partial-dicht
beziiglich F* 1in IR2+. Infolgedessen gibt es nach einem Resul-
tat von Richter (1971, S.49) eine reellwertige, beschrinkte

Funktion f:IR:]_+ ~+ IR die die Bedingung
1 2

(1) (vprp e ] ) IB(pY)F*B(p2) = £(pl)>F(p?)]

erfuillt. Da die Funktion f beschrankt ist, konnen wir ihnlich

+°
2

wie im Beweis zu Theorem 7.10 eine numerische Funktion v auf
dem Bereich IRQ+ erkldren, die folgender Gleichung geniigt:

v(p) = sup {inf {f(q)[qeu}|u8wb}

wobei'UZp die Familie aller offenen Umgebungen von p in IR_r:+

bezeichnet. Da diese Funktion v von unten halbstetig ist
(vgl. McShane und Botts (1952, S.75), erhalten wir unmittel-
bar (c).
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Zu (b): Betrachten wir po,pleIR2+ mit B(pl)F*B(po), so kdnnen
wir aufgrund von Lemma 8.10 ein p281R2+ mit B(pl)F*B(pz)F*(po)
wahlen. Bei Verwendung von Lemma 8.10 kSnnen wir auch von

B(p!)F*B(p?
dap fir alle peU_(pl) die Beziehung B(p)F*B(p

Ben. Infolgedessen gewinnen wir mit (1)

inf (F(p)lpeU (pl) ) > £(p%) > £(p°)

) auf die Existenz eines >0 mit der Eigenschaft,
2y gilt, schlie-

Hieraus ergibt sich schlieBlich

v(p~) = sup {inf {f(p)|psU}|deﬁ1}
inf {f(p)[pqupl)}
> f(p%) > £(p%) 2 v(g

Fiihren wir die Bezeichnung

Hyv

0y,

(1 V4

W(p) = {x|xe D(h)a pxsl A (vqeR], )Iqxsl = v(p)zv(q)]}

ein, so genligt es, die Gleichung w(p) = h(p) zu liberpriifen.

Sei xeh(p) und es gelte fiir ein beliebiges quR2+, q#p, qx<l.
Hieraus folgt B(q)F*B(p), so daB gemdB der bereits bewiesenen
Behauptung (b) v(q)>v(p) erflil1t ist. Dieses Ergebnis filihrt
direkt auf xew(p).

Betrachten wir nun xew(p)“\h(p). Da X aus dem Wertebereich von h
ist, gibt es ein aeIR2+ derart, daB q#p und xeh(q). Hieraus
folgt B(p)F*B(q) und damit gem&B (b): v(p)>v(q). Andererseits
gilt qx=1, so daB wir infolge von xew(p) die Beziehung v(q)>v(p)
erhalten, was unserem vorhergehenden Ergebnis widerspricht._
Deshalb muB h(p)=w(p) gelten.

1 1

,p0€IR2+ mit v(p )iv(po) und pl¢p°.
+tpO fir te ]J0,1[. Hieraus ergibt sich

Zu (d): Wir betrachten p
Ferner sei pt=(1-t)p1

fir xteh(pt), daB
(1—t)p1xt +tp°xt =1

erfillt ist. Infolgedessen gilt: plxt < 1
Falls pix®<1 erfillt ist, erhalten wir B(p
gedessen v(p1)>v(pt).
Falls poxtgl zutrifft, so erhalten wir B(pO)F*B(pt) und deshalb

1 =
V(p) 3 v(p®) > v(ph).

v poxt < 1.
1) t

F*B(p~), und infol-

nv
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Zu (e): Wir betrachten pl,pO mit p Spo. Offensichtlich gilt

dann auch B(pl)F*B(po), so da hieraus mit Hilfe der Behaup-
tung (b) v(p1)>v(p°) folgt, womit der Satz bewiesen ist.

1

Vergleichen wir das obige Resultat mit dem Theorem 7.10, so
wird offenbar, daB die beiden Sdtze dual zueinander sind.
Wahrend Theorem 7.10 zeigt, daR man in der Funktion u mit der
Gleéichung y(y) = inf {sup {f(x)[xaU}|UeU§} eine Repridsentation
von h: &> 2X gefunden hat, wird in Theorem 8.1 der Nachweis
erbracht, daB die duale Funktion mit der Gleichung

v(p) = sup {inf {f(q)lquH’Udfp} eine Bewertung von h ist. An
diese Ergebnisse schlieft sich ein Satz an, der einen Zusammen-
hang zwischen diesen beiden Theoremen herstellt.

Theorem 8.8

Sei h:f - ZIRE eine AWK mit dem‘Wertebereich’D(h)g mf;Dahn’ist
unter den Bedingungen von Theorem 7.10 mit der eiﬁzigen Ausnahme,
daB anstelle von (SA) das Axiom (SF') vorausgesetzt wird, sowohl
die Behauptung von Theorem 7.10 als auch die von Theorem 8.7 er-

fullt.

Beweis:

GemdB unserem Lemma 8.8 impliziert das Postulat (SF') das Axiom
(SA), so daB h allen Bedingungen von Theorem 7.10 geniigt und
infolgedessen die Behauptung dieses Satzes erfiillt.ist., OUber-
prifen wir die Voraussetzungen von Theorem 8.7, so stellen wir
unmittelbar fest, daB h auch diese erfiillt. Infolgedessen gilt
auch die Behauptung dieses Satzes.

Der ndchste Satz geht nicht schon von einer Auswahlkorrespondenz
aus, sondern setzt stattdessen eine Relation » auf X voraus. Es
kann dann die Existenz einer rationalen AWK, zu der es sowohl
eine Reprdsentation als auch eine Bewertung gibt, deduziert
werden.
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Theorem 8.9

Sei » eine vollstidndige, transitive und von oben halbstetige

Relation auf dem Bereich IR:. Ferner sei 4.9 eine Familie von

kompakten Teilmengen von IRQ aufer der leeren Menge. Dann gilt:

(a) Es gibt eine beziiglich > rationale AWK h:f° » 2%

(b) Es gibt eine von oben halbstetige Nutzenfunktion u: X - IR,
- die h repridsentiert,. _

(c) Es gibt Uberj;o eine reprdsentierbare Budgetrelation.

(d) Es gibt eine indirekte Nutzenfunktion v:&° +~ IR, die eine

Bewertung von h darstellt, falls A*(x)=#p.

Beweis: ‘

Zu (a) und (b): Beriicksichtigen wir das Theorem 5.5, so gibt

es nach diesem eine beziliglich der Relation > rationale AWK
Pn‘ip > 2X derart, daB h(BO) nur aus den bezliglich der Relation
7 besten Elementen besteht. Da gemdB Theorem 7.5 die Relation
z von einer von oben halbstetigen Nutzenfunktion u: X - IR re-
prasentiert werden kann, ist aufgrund der Konstruktion von h
offensichtlich, daB u auch eine Reprasentation von h darstellt.

Daher gilt fir alle Bef?
h(B) = {x|xeB A (VvyeB)lu(x)>u(y)l}t.

Zu (c): Wir definieren dhnlich wie in Theorem 8.1 eine Budget-
relation 3> durch

B B' = (Yxeh(B))(7(3x'eB'))x'»x] ',
bzw., da » vollstandig ist, durch
BY» B' e (vxeh(B))(vx'eB')[ xyx'].

Da alle Voraussetzungen von Korollar 8.1 erfiillt sind, ist die
Relation » reprdsentierbar.

Zu (d): Wir definieren eine Funktion v:d©% » IR durch

(1) V(B) = max {u(y)|yeB}, vBeL’

\
1 Die Relation % geht wie liblich aus der Relation > durch die

Definition: x%y e (x%y) A7 (y=x) .hervor.
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und zeigen von dieser, daB sie eéine Bewertung von h: 4% - 2X

darstellt. Da jede Menge Bed® kompakt und die Funktion u: X - IR
von oben halbstetig ist, existiert max {u(x)|xeB}. Sei nun
B9e4® und xeh(BO) vorgegeben, und es gelte ferner fiir irgendein
B'ef® xeB'.

1. Fall: xeh(B'). GemdB der Konstruktion von v in (1) ist klar,
dap v(B')=v(B%) gelten mufB.

2. Fall: x¢h(B'). Hieraus folgt die Existenz eines zeh(B') der-
art, daB zy-x. Damit gilt u(z)>u(x). Erinnern wir uns, .daB h(B)

nur aus den bezliglich % besten Elementen besteht, so gilt offenbar:

max {u(y)|yeB'} > max {u(r)|res®},

so daB v(B') >v(B) erfillt ist.
Un die Umkehrung zu beweisen, setzen wir

(2) X & {x|xeB A (VB'ed)[xeB' = v(B')>v(B)]1}

voraus, Nehmen wir x¢h(B) an, so gibt es ein Jeh(B) mit y#*x.
Infolgedessen gilt auch u(y)>u(i). Da A*(i)*ﬁ, gibt es ein
BO¢4? mit Xeh(B°). Da u(¥)>u(x), folgt hieraus mit (1), daB
v(B)>V(BO). Dies ist aber ein Widerspruch zu (2). Also ist
vid % SIR eine Bewertung von h: 60 » 2X, womit unser Satz be-
wiesen ist.

Mit dem obigen Theorem wollen wir unsere Untersuchungen iiber
die Zusammenhdnge zwischen indirekten Praferenzen, indirekten
Nutzenfunktionen und der Bewertung von Auswahlkorrespondenzen
beenden. Wir haben gesehen, daB sich die Theoreme iber (direkte)
Praferenzen, Nutzenfunktionen und Repridsentierbarkeit von Aus-
wahlkorrespondenzen weitgehend in duale Aussagen iber ihre
(indirekten) Gegenstiicke liberflihren lassen. Weitere Ergebnisse
zu diesem Themenkreis kdnnen auch noch bei Sakai (1977),
Richter (1979), Little (1979), u.a. nachgelesen werden.

Damit wollen wir den allgemeinen Teil iiber die Theorie der
rationalen Wahl beenden und wenden uns einigen Anwendungsmog-
lichkeiten in der Ukonomie zu.
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II. Kapitel: Anwendungen der Theorie der rationalen Wahl in
der Ukonomie

§ 9 Die Theorie der Revealed Preference
9.1 Historischer Uberblick

Ein ganz hervorragendes Anwendungsgebiet der Theorie der ratio-
nalen Wahl in der Ukonomie ist die Nachfragetheorie, aus der
sie, so wie sie hier prisentiert wird, durch Verallgemeinerung
hervorgegangen ist. Insbesondere haben UOberlegungen aus der
Theorie der Revealed Preference, einem Nachfragemodell, zu
dieser Entwicklung gefiihrt. Samuelson, der Begriinder dieser
Theorie, Tegte ihr, ohne explizit darauf hinzuweisen, die
Hypothese zugrunde, daB es sich bei einem Konsumenten um ein
Individuum handelt, dessen Prdferenzen durch sein Verhalten

dem Beobachter bekannt werden. Dies setzt voraus, dap der Kon-
sument in Ubereinstimmung mit seiner Prdferenzvorstellung han-
delt. Denn wdre dies nicht der Fall, so kdnnte man von dem Ver-
halten des Marktteilnehmers nicht auf seine Priferenzen schlies-
sen. Wir hdtten es gegebenenfalls mit einem irrational handeln-
den Individuum zu tun. Der von Samuelson verwandte Begriff
"homo oeconomicus" beinhaltet daher, daB es sich hierbei um
einen, in unserem wohldefinierten Sinne,rationalen Marktteil-
nehmer handelt.

Samuelson hatte mit seiner 1938 der Uffentlichkeit prdsentierten
Theorie die Absicht verbunden, der damaligen Diskussion Ulber die
Anwendbarkeit des psychologischen und nicht meBbaren Begriffs
"Nutzen" ein Ende zu bereiten und ein Nachfragemodell frei von
diesem Begriff aufzubauen. In Samuelsons Begriindung flr die Ein-
fuhrung dieses Modells findet sich folgender Satz (1938, S.62):
"I propose, therefore, that we start anew in direct attack upon
the problem, dropping off the last vestiges of the utility ana-
lysis. This does not preclude the introduction of utility by

any who may care to do so, nor will it contradict the results
attained by use of related constructs. It is merely that the
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analysis can be carried on more directly, and from a different
set of postulates",

Unter den Postulaten, die Samuelson seinem Modell zugrundelegt,
ist das beriihmteste das Schwache Axiom der Theorie der Revealed
Preference, welches wir bereits im § 3 kennengelernt haben. In
diesem wird gefordert, daB ein Marktteilnehmer, der in der Preis-
situation p0 das Giiterbiindel x° gewdhlt und ein anderes, xl,
zurickgewiesen hat, in einer anderen Preissituation pl, in der
er x1 erwirbt, x° deshalb zurlckweist, weil andernfalls sein

Einkommen Uberschritten wiirde.

Samuelsons Modell wurde von Houthakker (1950 ) weiterentwickelt.
Durch Einflihrung des "Starken Axioms der Theorie der Revealed
Preference” (vgl. § 3) konnte dieser einen Weg weisen, wie von
Annahmen iiber die Nachfragefunktion h auf die Existenz eines
Prdferenzfeldes auf dem gesamten Giterraum geschlossen werden
kann. Houthakkers Gedanken wurden von Uzawa (1960, 1971),
Stigum (1973), Chipman (1977), Mas-Colell (1978) und Fuchs-
Seliger (1980a, 1980b) ‘prazisiert.

Hatte Samuelson versucht, den Begriff "Nutzen" aus seinem Mo-
dell zu verbannen, so findet derselbige jedoch wieder durch die
spdter gefundenen Sitze von Debreu und Rader iber die Reprisen-
tierbarkeit von Prdferenzrelationen durch numerische Funktionen
Eingang in die Theorie der Revealed Preference. Jedoch erfolgt
dies nun auf rein formale Weise und nicht aus einem tiefer lie-
genden psychologischen oder philosophischen Grund.

In der Theorie der Revealed Preference kdnnen alle einschlidgigen
Gesetze der Nachfragetheorie und die Existenz einer stetigen
Nutzenfunktion, die die Prdferenzvorstellung des Marktteilnehmers
reprdsentiert, aus wenigen Voraussetzungen liber die Nachfrage-
funktion deduziert werden. Um diese Behauptung zu beweisen,
prdsentieren wir jetzt eine modifizierte und erweiterte Version
eines Axiomensystems von Uzawa (1971).
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9.2 Die Hypothesen der Theorie der Revealed Preference

Auf der Grundlage der DenkanstéBe und Ergebnisse von Samuelson
und Houthakker Uber die Theorie der Revealed Preference ent-
wickelte Uzawa ein Axiomensystem, auf welchem wir hier auf-
bauen wollen,

Definieren wir zundchst die Relationen "revealed vorgezogen"
und "indirekt revealed vorgezogen" speziell fiir kompetitve
Budgetmengen!

Definittion 9.1

Sei h:IR?_+ x R~ IRQ » eine Nachfragefunktion und x,y seien

E]emente aus dem Wertebereich von h. Dann gelte:

a) xRy: e xty a (3(p,M)) [x=h(p,M) Aapy < pxl.

b) xR y: e XxRyv (axl,...,xk) [xRxlA..Akay].

Unter Verwendung dieser Definitionen Tassen sich nun die Hypo-
thesen der Theorie der Revealed Preference in folgender Form

prdsentieren:

DI: Sej h:m2+ X R++ »IRQ » Xx=h(p,M), eine stetige Nachfrage-
funktion.

DII: Der Wertebereich T von h sei konvex und enthalte den R2+
als Teilmenge.

. n 3
DIIT: (V(p,M) €R] x R, ) [p-h(p,M)=M]

1

DIV: Sei p%, p e Rl und p(t) = t-p°® + (1-t).p!

fir t €[0,1]

Dann existiert ein K € R++ derart, daB
(vte [0,1] )(VM',M">O)[|lh(p(t),M')-h(p(t),M")||§K|M'-M"|].

DV: (Starkes Axiom): x R¥y =7(yR*x).
n+1l

DVI: Fir jede beliebige Folge <(p',MY )> ,(pY, MY)e¢ R)T", die
die Bedingungen Tim p” = p® >0 und 1im h (p¥,MY) = X >0 erfullt,
Y =0 - V =00

gﬂtp°>m

Unter DI haben wir noch, im Gegensatz zu Uzawa (1971,5.10), die
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Stetigkeit von h aufgenommen, die zwar zum Beweis von Theorem
9.1 nicht herangezogen wird, wohl aber in den darauf folgenden
Sdtzen Verwendung findetl. DIT unterscheidet sich von dem ent-
sprechenden Postulat bei Uzawa dadurch, daB wir nicht nur wie
dort den IRQ+ als Wertebereich zulassen. Als DIV verwenden wir
eine globale Lipschitzbedingung beziiglich M, die auf Stigum
(1973,5.412) zuriickgeht, wihrend Uzawa eine Tokale benutzt. Der
Grund dafir wird in Anmerkung 9.1 ausfiihrlich besprochen. Die
Pramisse DVI tritt bei Uzawa nicht auf. Wir bendtigen diese in
unserem Modell, um die Existenz einer stetigen Nutzenfunktion,
die h generiert, nachzuweisen.

9.8 Deduktion einer Nutazenfunktion

Im folgenden greifen wir auf ein Resultat von Uzawa (1971,S.14-19)
zurlick und beweisen in Theorem 9.1, daB die Axiome DI-DV die
Existenz einer von oben halbstetigen Nutzenfunktion, die die -
gegebene Nachfragefunktion generiert, implizieren. Dazu bendtigen
wir die ndchste Definition.

Definition 9.2

Eine Nachfragefunktion h:R2+.x R++ - RS heiBt von einer Nutzen-
funktion u:T->R "generieprt" genau dann, wenn flir alle (p,M)

n RN
€ IR++ X IR++ gilt:

x=h(p,M) = (Yy€T ~{x} )lpys M=u(x)> u(y)].
Dem zentralen Theorem 9.1. wollen wir noch einige Hilfssitze
vorausschicken (vgl. Uzawa (1971,Lemma 1), Fuchs-Seliger (1978,5.166)),

Ein Versuch Uzawas,die Stetigkeit von h bezliglich p aus den
Axiomen DI (ohne Stetigkeit), DII-DV zu deduzieren (vgl.Theorem 2,
3.19) scheitert daran, daR er zu seinem Beweis das Resultat
PVI" verwendet, fiir das aber kein exakter Nachweis geliefert wird.
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Zu diesem Zwecke definieren wir in Ubereinstimmung mit Uzawa
(1971, S.12) die beiden folgenden Funktionen.

Definition 9.3

Fir pa, pb ER2+ und M3 GR++se1

sup {M|h(p,m%) R*h(p®,M))

(]

a) ob,a(Ma):
b) Db’a(Ma):

(]

inf (M|h(p°,M) R*n(p?,mM3)}.

Anmerkung 9.1

Wie unmittelbar einzusehen ist, folgt a@sDI-DIII und DV

b, L(M%) < By ,(M%). Ferner 1dBt sich leicht Uberprifen,

daB bei Voraussetzung der Axiome DI-DIII und DV Db a(Ma) fir
alle p ,pb EIRn und M2 EIR . einen endlichen Wert annimmt und
monoton wachsend ist (vgl. Fuchs Seliger (1978, S.166)). AuBer-
dem ist unter Voraussetzung von DI-DV die Funktion Ob a stetig
(vgl.Fuchs-Seliger (1978, S.171)),

Uzawa fand das grundiegende Ergebnis, daB unter Annahme der
Axiome DI-DV die Gleichung oy (M) = Pl L(MY) erfullt ist.

Da dieses Resultat filir alle we1teren Uber]egungen vonh grofer
Bedeutung ist und wir uns hdufig darauf berufen missen, soll
der Beweis daflir wiederholt werden. AuBerdem haben wir eine An-
derung der Lipschitzbedingung, die an geeigneter Stelle begrin-
det wird, vorgenommen.

Lemma 9.1

Aus den Axiomen DI-DV folgt flir alle p®,pPERY und W% o0:
ay _ a
Pp,a M) =P L (M7).

Beweis:

1. Teil: Rekursive Definition zweier Folgen.
Fiir p? # pb und pt = p? 4+ t(pb—pa), te[0,1] und seIN werden die
Folgen <Mk’S und <Mk§> auf folgende Weise konsbuiert:

k<s k<s
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I. Ist k=0, so sei M%°5 = yM0»S _ p2

II. Nehmen wir an, pkss und MK»S wiren bereits fiir k<s und

keNu{0} definiert, so sollen fir MKt Snd mk+lss folgende
Beziehungen erfiillt sein:
k+1 k
(a) ‘Mk+1,S - pHS_ )-(k,S mit )—(k,S - h(pg, Mk,S)
k k+1
(b) Mk,s _ pE « k+l,s nit xk+1,s - h(pmg_’ Mk+1,s).

Flir den letzten Schritt bedarf es noch einer Erkldrung. Nehmen

kss ware bereits festgelegt! Wir wollen nun in der
k+1

Menge {xix=h(p S

k
KsS < pSx erflllt, finden. Aber da h bezliglich M stetig

k+l
S

wir an, M
, M), flur alle M>0} ein x, welches die Glei-

chung M

ist,existiert mindestens ein §=h(p R M), das diese Gleichung
erfillt. Wir wdhlen ein solches aus und kSnnen dann eine Umbe-

nennung durchfihren, indem wir xk+1 = R und Mk+1 = M setzen.
Die folgende Figur illustriert die Konstruktion dieser Folgen.
Abb, 2
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2., Teil: Es soll nun nachgewiesen werden, daB 1im (MS’S-MS’S)=0.

S+co
Da fir die Folgen koS, bzw. <ik*Ss die Beziehungen x°°*SR¥x?
oder x°25=x2 bzw. x%R* x5S oder x%=x5:8 gelten, ergibt sich so-
fort
(1) M35 $p, a(Ma)gp'b,a(Ma)gﬁls’s.
Ferner gilt auch K+l K
(2) ak+l,s _ pkss _ p_E_ sKss _ pE skss =-é(pb-pa) sk

k+1 K

(3) Mk+1,s _ Mk,s = p s k+1 s pE Xk+1,s ='é(pb-pa) Xk+1,s.
Wir definieren nun eine Folge <cko s, durch cK»S.-fkss _ Mk s
fir 0 < k<s,
Da nach Konstruktion die Beziehung xk S = xk > oder xk »SR¥ x kss
gilt, kann mit der Starken Axiom auf ck 520 geschlossen werden,

- Durch Substraktion der Zeilen (2) und (3) ergibt sich fir

0 <k < 5s-1: ! 1
Ck+l,$ _ Ck,S =_§_(pb_pa)(;(kgs - Xk+ QS) .

Hieraus folgt durch Summation Ulber beliebiges j<s:

: Jz 1 -
(4) cJss Z (ck+1,s _ Ck,s) ='§(pb—pa)[(xo’s _ xl,s) +

+ (k1S - X228y 4 L (x3-1>s x3>9)7,

%
Da nach Konstruktion x® = x oder x3R xJ:S zutrifft, folgt

mit dem Starken Axiom (DV)
J
(5) p*x* =z p

Definieren wir nun das Maximum von {pa,pb} durch

p:i= (max {p], p?}> seeos Max {p ’ pﬁD

xj’s.

und das Minimum von {p?, pb}durch

p = (min {p?, p?}, ceews Mmin {pﬁ, pg}), so ergibt sich aus (5)
px% 2 pxJ»S '
Setzen wir r:= {xIx 2 0 A px < px%}, so gilt fir alle jss xJ2%er,

Wir verwenden nun erstmals das Axiom DIV und kﬁnnen»gemHB dieser
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Forderung auf die Existenz einer reellen Zahl K unabh&dngig von
k und s schlieBen, so daB fir alle k=0,1 ... s
LS LS
LIRS )OS = S, WSy - ngpS, wkos) ek koS - ks
gilt. Setzen wir

A= sup {(pP-p?)(x%-x))
Xel

und
b
B:= K||p”-p%|],

so folgt aus (4), (5) und (6):

(7)  cdsS é%4A$B(c1’S o F cj_l?s))-

Diese Beziehung fiihrt rekursiv auf
. A,g . Bij-1

(8) I8 s glleg)

was wir nun beweisen werden:

1. Fur j=1 ist (8) erfullt. Fir j=2 ebenfalls, da

¢®% < Linep(clo9)) < S(aa(d)) = A1y,

2. Unter der Annahme, (8) sei bereits flr 1< k< j < s erfillt,

berechnet sich ck+l * nach (7) zu
kil,s _ 1 A A, B A k-1
TS < SAeB(E +§u§q-h”.%(u§) )]
- iﬁ B B B2 B.k-1
= S[1+,S_.(1+(1+§) + (1+§) + ...+(1+§) )]
Also gitt ckFlss < Bog Bk

Flir j=s geht (8) iiber in

(9) ¢3S

Da ferner c > 0, erhalten wir schlieBlich mit

1im(142)571 - ¢B das Ergebnis Tim ¢525 < Tim A 1im(1+8)5°1 < o,
S~ S >0 S >0 S
3. Teil: Wir haben bisher den Fall betrachtet, daB pa # pb.
Gilt jedoch p® = pP, so folgt

(vM<M®)[h(p?,m3)R* h(p M) ]

(vM>M® )[h(p MR n(p?, M3y,
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Also gilt auch in diesem Fall, daB
a a
M = Pp,aM) =0ty (M%), g.e.d.

Anmerkung 9.2: Untersuchen wir im obigen Beweis die SchluB-
weise von Zeile (6) an, so wird klar, daB genau die hier in
DIV vorgeschlagene Lipschitzbedingung Verwendung findet und
nicht die folgende, von Uzawa angewandte Version. Diese heiRt:
Eine Funktion h erfiillt die Lipschitz Bedingung bezliglich M
in (pa,Ma), wennein e>0 und ein K>0 existieren derart, daB fir
alle peRY. mit |[p-p?||<eund alle M'ULMUER, mit |M'-M? < o
die Beziehung

[Th(psM') = h(p,M") || < K | M'-M]
gilt.
Aber um im vorigen Beweis auf die Zeilen (7), (8) und (9)
schlieBen zu kdnnen, muB die Konstante K unabhdngig von k und
s sein. Das wird durch die hier angewandte Lipschitzbedingung
gewdhrleistet, aber nicht durch die obige lokale Version, da
die MK2S ynd mkss nicht alle in eine e-Ungebung von M? zu
fallen brauchen. Dies scheint auch der Grund dafir zu sein,
daB Chipman and Moore (1977), die Uzawas Methode auf Nachfrage-
korrespondenzen ibertragen haben, von einem abgeschlossenen
GUterraum ausgehen; denn dann kdnnen sie mit ihrem Theorem A1l
auch unter Voraussetzung einer lokalen Lipschitzbedingung be-
zuglich M auf die Existenz eines solchen K unabhdngig von k
und s schiieBen. Ist also der Wertebereich von h der RE » SO
kdnnen wir ebenfalls anstelle von DIV Uzawas lokale Lipschitz-
bedingung voraussetzen und kdnnen dann mit dem Theorem Al von
Chipman und Moore weiterschlieBen.
Das ndchste Ergebnis ist eine Folgerung aus Lemma 9.1.

Lemma 9, 2

Unter Voraussetzung von DI-DV gilt:
(a) (YM)DM<p (M%) = h(p?,M3)R*n(pP,m)]
(b) (VM)IM>g, (M%) = n(p®,M)R*n(p?,n?)]

Beweis: Da die Behauptung (a) unmittelbar aus der Definition
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von ., a(Ma) folgt, geniigt es (b) zu untersuchen. Aus M>pp a(Ma)
folgt jedoch mit Lemma 9.1 M>p' a(Ma), so daB wir mit

Hilfe von Definition 9.3 sofort h(pb,M)R*h(pa,Ma) erhalten. .
qg.e.d.
Wir bendtigen spater des ofteren das Komplement der Relation

R* und kommen deshalb zur
Definition 9,4

xR*y 1 7(yR*x), VX,yeT.

Mit Hilfe von Lemma 9.1 bzw. 9.2 vermogen wir nun, das ndchste Theo-
rem zu beweisen, Ein dhnliches wurde bereits von Uzawa
(1971,5.14-19) flr Funktionen mit dem Wertebereit RY, prisen-
tiert.

Theorem 9.1

Sei h:Ry, xR,, > R} eine Nachfragefunktion, die die Hypothesen
DI-DV erfullt. Dann gilt:
(a) R* ist irreflexiv,
(b) R™ ist transitiv,
(c) R" dst streng monoton wachsend, d.h. (VX,YET) [ x>y = xR*y]
(d) R® ist strikt konvex, d.h.
X =y AXRTy = ((1-2)x+ay)R*y, vaclo,1[,
() {(xIxeTAy°R* X} ist offen in T fir alie y%eT,
(f) h ist rational beziiglich R*.
(g) Es gibt eine von oben halbstetige Nutzenfunktion, die h
generiert und die Relation R reprisentiert.

ES

ES

*

Beweis:

Da (a) und (b) offensichtlich erfiillt ist, beginnen wir gleich
mit (c).

Fur x€T gibt es eine Preissituation (psM) mit x=h(p,M). Gilt
X>y, so folgt pxzpy und damit auch XRy.

Zu (d): Sei x? & xb, x3R* P

\
folgt: pcxC > pcxa v pcxC > pcxb.1

b

und xC=(1-y)xa+yx fir 0 <y <1,

Hieraus

)
1 (p,M) bezeichnet stets eine Preis~Einkommen-Situation, in der
X' gewdhlt wird,
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1. Fall: p®x® = pCx?.
Hieraus folgt sofort xCR* x2,

2. Fall: pcxC > pcxb.

Wegen der Stetigkeit von h beziiglich M folgt hiermit:

Es gibt ein ¢>0 derart, daP
(1) xCRh(pb,Mb+e).
Aufgrund von Lemma 9.2 ergibt sich

MO we > MP = supdM|h(p2M)R h(p?,M3)),

so daf h(pb

nen wir mit (1) - schlieBlich x®R*x?.

Zu (e): Gilt xaR*xb, so 1dBt sich ein x
(2) xa=x1 v x3R%x!
und

1.1 1.,b 1

(3) p°x7 zp™x A X #£ X
Fir x2 . ='§?-+‘§7' folgt mit (3) das
(4) x1 £ x% A plx1 2 plx2

1,.2

und damit x
daher
(5) p2x2 < ple.

,Mb+€)R*h(pa,Ma) gilt. Aus diesem Ergebnis gewin-

1ET finden derart, daB

Ergebnis

Rx“, so daB wir mit DV 7(x%Rx}) erhaltenl’Es gilt

Einfache Umformungen filhren von (5) auf

2.2

pex 2.b

> poxo.

Daher gibt es ein e>0, so daB fiir alle xEUQ(xb)ﬂT die Beziehung

p2X2

und (2) auf

(3e>0) (vxeU (xP)nT) [x?R"x ]
schlieBen.
Zu (f):

> p2x gilt. Dieses Ergebnis 14Bt dann zusammen mit (4)

Sei x=h(p,M) und z€B(p,M). Hieraus folgt xRzvz=x, was sogleich

mit dem Starken Axiom auf xR z fihrt.
Umgekehrt, sei Q‘EB(p,M) und fir alle
Angenommen, R % h(p,M).

n

z€B(p,M) gelte Rz,

Da h(p,M) 4 P, gibt es ein X mit x=h(p,M).

An dieser Stelle geniigt auch das Schwache Axiom (WA"):xRy=m(yRx).

Es folgt, wie wir bereits von friiher wissen, direkt aus dem Starken

Axiom.
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Damit gilt XR'R. Das aber ist ein Widerspruch zu xR*z bzw.zy
7(zR*2), da wir z=x setzen kOnnen. Damit haben wir gezeigt,
daB h rational bezliglich R* ist.

Zu(g): Die Vollstindigkeit von R¥ ergibt sich sofort mit DV
und der Definition von R . Ferner folgt aus (e), daB

(x1xeT A xR*y%) fiir alle y%eT abgeschlossen in T ist.

Wir beweisen nun die Transitivitit von R*. Sei deshalb
XR*y A yR*Z vorgegeben. Hieraus folgt fiir v€lo,1[ aus (d):
(6) ((1-v) x + vy) R'y.

Nehmen wir 7(XR*z), bzw. ZR"X an, so gibt es aufgrund von (e)
ein e>0 derart, daB (vxeU_(X))[ZR"x].

Es gibt aber dann sicher auch ein Yoe]o,l[, flir das
ZR*((1-+°) X + ¥°%) erfullt ist. Dies fihrt aber mit (6)

auf ZR*y und damit zu einem Widerspruch.

Da wir nun nachgewiesen haben, daB R* vollstandig, transitiv
und von oben halbstetig ist, kdonnen wir einen Satz von Rader
(vgl. Theorem7.5anwenden und erhalten als Ergebnis, daB R"
durch eine von oben halbstetige Nutzenfunktion reprasentiert
werden kann. Verwenden wir dann noch (f), so folgt unsere

Behauptung unmittelbar, g.e.d.

Korollar 9.1

. . \ LN L N . A _
Erfiillt eine AWK h:R, . x R,, R, die Prdmissen DI-DV, so
existiert eine monotone, streng quasikonkave und von oben halb-

stetige Nutzenfunktion, die h generiert.

Durch das obige Korollar wird deutlich, daB die Theorie der
Revealed Preference ebenfalls zu einer Nutzenfunktion fiihrt,die
ebensolche Eigenschaften, wie wir sie von anderen Modellen der
Nachfragetheorie her kennen, besitzt.

Chipman und Moore (1977) haben Uzawas Hypothesen auf Nachfrage-
korrespondenzen iibertragen und konnen von diesen ausgehend eben-
falls die Existenz einer von oben halbstetigen Nutzenfunktion,
die die gegebene Nachfragekorrespondenz generiert, nachweisen.
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Da wir aber mit dem Theorem 7.loein allgemeineres Ergebnis
geliefert haben, kann auf den Beweis dieses Satzes von Chip-

man und Moore, der in Theorem.9.2 ermu1iert wird, verzichtet
werden.

Theorem 9. 2

Sej xS:m” nicht leer und 81:= {(psM)|(p,M) € m2+)(R+A(3XEX)

[px<M]}. Ferner sei h:S™ - 2X eine Nachfragekorrespondenz, fiir
die folgendes gilt:

a) X ist abgeschlossen und von unten beschrinkt, i.e.
(3zeR" ) (vxeX)[xzz],

b) (v(p,M)est) (vyeB(p,M)~h(p,M)) (3(F.M)est) [xeh(F.M))A
px <M A py < M

c) h erflil1t eine verallgemeinerte Lipschitzbedingung, d.h.:
Fir alle (p,M)es’ gibt es ein €0 und ein K0 derart, dap
fur alle (p',M'), (p',M")es! gilt:

(Il p-p' [l <en [M-M"| < & A[M-M"|<ec =
(vy'en(p'M'))(3y"eh(p' M) (]| y'-y" || K|M'-M" ],

(p>M)es

e) Flr alle (p,M)ES1 ist h(p,M) abgeschlossen und konvex,
f) h geniigt der Budgetgleichung,
g) h erfiillt das Kongruenzaxiom:

(v(p,M)eST) (vx,yeB (p,M)) [xeh(p,M)aylixoyeh(p,M)].
Werden ferner die Relationen P° und R° auf X durch
XPOy:¢#XWyA'7(yWX)
und xRoy:== 7(yPOx)
erkldrt, so ist h bezliglich RO rational. AuBerdem ist R® die
einzige vollstandige, transitive und von oben halbstetige Rela-
tion ist, beziglich der h rational ist.

9.4 Existenz einer stetigen Nutzenfunktion
Um jedoch eine stetige Nutzenfunktion, die h generiert, zu ge-

winnen, sind noch weitere Uberlegungen erforderlich. Wir bewei-
sen deshalb zundchst ein Lemma, wozu wir zum ersten Mal die
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Stetigkeit von h verwenden. Fiir den Beweis von Theorem 9.1
hdtte auch die Stetigkeit von h beziiglich M, die aus DIV folgt,
genligt.

Lemma 9.3
Vorausgesetzt seien die Axiome BI-DV, und es gelte
a ygay o b byl

h(p~,M") RO h (p~,M")
(1) (3e,>0)Lh(p?,M%-¢ )R h(p

e /"\\

. Hieraus folgt:

b Py

(1) (35,20)[h(p®,M®)R n(p®,MP+e,)].

Beweis:
Zu (i): Aufgrund der Definition von R gilt:
xaRxbxf(Ex;,...,xn) [kaRxlA...Aanxb].
Im Falle, daB xaRxb zutrifft, erhalten wir pax
pa °xb.
Falls paxa > paxb, so flhrt die Stetigkeit von h geziiglich M
auf h(pa,Ma-e)Rxb und damit auf h(pa,Ma-e)R*xb. Gilt hingegen
paxa=paxb, so existiert aufgrund der Stetigkeit von h ein
£%¢10,10 mit p(t°®) = pP+t®(p?-pP) derart, daB x9=h(p(t°),
p(to):xb) und x4 ¢ x>, Andernfalls, wenn fir alle tclo,1[
die Beziehung h(p(t), p(t)xb) = xb gelten wiirde, so erhielten

wir aufgrund der Stetigkeit von h

a a

b
v pax =

a
> P°X

. b b
Tim h (p(t), p(t)x") = h(p,p%xP) = x”.
t-1
Da aber paxb = paxa erflillt ist, so gilt auch xa=h(pa,paxb), wo-
durch sich ein Widerspruch zu x% ¢ xb ergibt. .
d

Von x = h(p(to), p(to)xb) konnen wir auf p(to)xd = p(t%)x
schlieBen, so daB
d,.b
(1) x Rx
gilt. Sodann erhalten wir

d
x4 = p(t)xd4(1-t%) (p?-p

b b) b a b a_a

1x9 < p(t%)xPr(1-t%) (p?-pP)xP=p?xP=p?x

X
1) Schreiben wir h(pa,Ma)fo, so sol]l hiermit darauf hingewiesen
werden, daB die beiden Gliterblindel x® und x indirekt miteinander
verglichen werden, indem in der Situation (pa,Ma) begonpnen_wird.
Aus x®R*x folgt bekanntlich nur, daB es eine Situation(p®,M®) gibt,
durch die sich erweist, daB das Giiterbiindel x* dem x indirekt re-
vealed vorgezogen wird. Diese kidnnte sich von (p®,M®) unterscheiden.
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d

Wahlen wir xc=h(pa,pax ), so folgt aus der obigen Ungleichung

xC:h(pa,Ma-el) mit el=paxa—paxd >0.

d d

Infolgedessen erhalten wir x%=xY v x°Rx R
sodaBwir mit (1) auf x°R*x® schlieBen kénnenl.
Betrachten wir nun den Fall, in dem xaR*xaﬂj7(xaRx
gilt! Hieraus folgt per definitionem (axl,...,xk)[xaRx

Von paxa > pax1 kdnnen wir jedoch wie im vorherigen Fall auf

(3€>0) [h(p®,M®-2)R*x11 schlieBen, so daB aufgrund der Transiti-
vitat von

* die Beziehung h(p?,M3-¥ JR*x® folgt.
Zu (i1i):
Gilt x®Rx”, so konnen wir wie im Beweis zu (i) vorgehen:
a_b

Fir den Fall, daB paxa > p x erhalten wir sofort die Behaup-
tung. Gilt hingegen paxa = paxb und betrachten wir x°= %xa
so ist x* # x° und

(2) paxa - anC

1}
b
)
1 Kp, b

P
R
b

1.b
taX

Infolgedessen gilt x*Rx€ und wegen DV auch prC < pcxa.

Hiervon konnen wir aufgrund der Gleichung

c x° xb c b

prC =phy o+ pc ‘s auf pcxC > p"x schlieBen. Da h stetig
beziiglich M ist, folgt aus der letzten Ungleichung, daB ein xd

mit xd=h(pb,Mb+82), €, >0 und pcxC > pcxd existiert. Infolge-
dessen erhalten wir xCRxd und wegen (2) auch xaR*xd.

Gilt xaR*xb und v(xaRxb), so fahren wir wie in (i) fort

und kénnen von xaRx1 A..Akaxb auf ein &0 schlieBen, fiir das
ka*h(pb,Mb+6) gilt. Mit der Transivitit von R¥ erhalten wir
dann xaR*h(pb,Mb+8), womit in allen Fallen unsere Behauptung

bewiesen ist.

Anmerkung 9.3: Untersuchen wir den obigen Beweis, so sehen wir
sehr Teicht, daB wir anstelle des Starken Axioms stets das
Schwache benutzen konnten.

Mit Hilfe von Lamma 9.3 beweisen wir nun das folgende zentrale
Ergebnis.,

1)Di‘e hier verwandte. Beweismethode wurde bereits in Zhnlicher
Weise von Stigum (1973,5.417) benutzt.

Ao AXTRXTT
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Theorem 9.3

Aus den Bedingungen DI-DV folgt:
h(p® )R N (p°,MP) = MP<p, ()
b b
h(p
Beweis: Aufgrund von Lemma 9.2 geniigt es, den Beweis filir ="
zu fihren.
. . a gayp* b b . -
1. Teil: Gilt h(p®,M®)R"h(p",M"), so gibt es gemdaB Lemma 9.3

ein €,>0, fir das h(pa,Ma)Rih(pb,Mb+el) zutrifft. Infolgedessen
folgt Mb+pb,a(Ma).

ORI (M) = Mo ().

Annahme: op a(Ma) < Mb.

Diese Annahme filihrt auf h(pb,Mb)R*h(pa,Ma), wovon wir aufgrund
der Transitivitit von R* auf h(pb,Mb)R*h(pb,Mb) schlieBen
kdnnen, was im Widerspruch zur Irreflexivitit von R* steht.

2. Teil: Gilt h(pb,Mb)R*h(pa,Ma), so folgt aus der Annahme,
dap MP=p, (M) mit Hilfe von Lemma 9.3:

(1) (3e,20) [h(p°,py L (M)-c,)R" h(p?,N?).

Da wir in Lemma 9.1 die Gleichung ﬁb a(Ma)=pb a(Ma) bewiesen
haben, folgt aus (1)

h(p%0f L (M)-c,)R"h(p?, M),

wodurch ein Widerspruch zur Definition von p'b a(Ma) entsteht,
g.e.d.

Fihren wir die Relation "indirekt revealed indifferent" ein
durch dije

Definition 9.5

xI* yres xR*y A yR¥x, VX,yeT,

so erhalten wir die beiden folgenden Korollare zu Theorem 9.3

Korollar 9.2

Unter Voraussetzung von DI-DV von Theorem 9.3 gilt
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,pb’a(Ma))J=>xaI*xb.

Korollar 9.3

Unter Voraussetzung von DI-DV ist zu jedem x%€T und zu jeder

Preissituation pb nur das Gliterbiindel Xb=h(pb,pb a(Ma)) indirekt

revealed indifferent.

Die obigen Ergebnisse liefern uns eine wichtige Information lber
die zu h gehdrigen Engelkurven. Durch diese wird spdater auch klar,
warum die Axiome DI-DV nicht die Existenz einer stetigen Nutzen-
funktion implizieren. Als Engelkurven werden folgende Teilmengen
von T bezeichnet:

Definition 9.6

Sei eine Nachfragefunktion h:R2+_x R++-+ R" und eine Preissituation

' + 11
pa gegeben.DannheiBt {x|x=h(pa,M), VM>0}1 die zu pa assoziierte
Engelkurve"

Wie leicht aus dieser Definition zu entnehmen ist, zeigen die
Engelkurven die Abhdngigkeit der Wahl der Giliterbiindel vom Ein-
kommen, wenn die Preise konstant bleiben, an. Die Bezeichnung
"Engelkurve" wurde zu Ehren des NationalGkonomen Engel gewdahlt.
Dieser untersuchte als erster die Abhdngigkeit der Nachfrage nach
Nahrungsmitteln vom Einkommen, wenn die Preise konstant gehalten
werden. In der Literatur wird auch hdaufig anstelle dieses Begriffs
die Bezeichnung "Einkommen-Konsum-Pfad " gewdhlt. Der folgende
Satz weist auf einen engen Zusammenhang zwischen einer speziellen
Eigenschaft der Engelkurven von h und der Existenz einer stetigen
Nutzenfunktion, die h generiert, hin. Bezeichnen wir die Zu p
assoziierte Engelkurve mit E(pb), und die Menge {X[XETAXQ*Xa} mit
R(xa), so ist, wie wir sehen werden, das Postulat: V@Kaé'rgéa?

(E): Der Durchschnitt jeder zu einer gegebenen Nachfragefunktion

n n v .
h;R++ X m++-+ R,_gehdrigen Engelkurve E(p) mit der Menge

B(xa):=R(xa)nT\R(xa)ﬁbestehe aus hochstens einem Punktf unter der

1Y Falls h(p,M) auch fir M50 erkldrt ist, so heiBt die Definition
der Engelkurve {x|x=h(p®,M),vMz0}
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Voraussetzung von DI-DV notwendig und hinreichend fir die
Stetigkeit von R* und damit fir die Existenz einer stetigen
Nutzenfunktion (vgl. Fuchs-Seliger (1980, S.616-617)) isf,

Theorem 9.4

Unter der Voraussetzung von DI-DV existiert eine stetige
Nutzenfunktion, die R* reprdsentiert, dann und nur dann, wenn
das Postulat (E) erfillt ist.

Beweis: 1. Teil:

Aufgrund des Beweises zu Theorem 9.1 (g) wissen wir bereits,
daB_R*rv011stHndig, transitiv und von oben halbstetig ist, so
daB E?;é) = R(xa) gilt. Wir zeigen nun, daB R* auch von unten
halbstetig ist, d.h., daB fiir beliebiges x%€T die Menge

(1) R_l(xa):={x|xeTAxa§*x}

abgeschlossen in T ist. Setzen wir

/

P(x%):=T~R"1(x?)
so ist P(xa) das Komplement von R~ xa) bezlglich T. Wir werden
zeigen, daB P(x®) offen und somit R'l(xa) abgeschlossen in T ist.
Zu diesem Zwecke geniligt es nachzuweisen, daB P(xa)=1ntR(xa)l’1n

T gilt. Daher zeigen wir zundchst fiir ein beliebiges beT die

L

Aquivalenz

b a b

(%) M=o (M) = x°eB(x?) .

Sei Mb=pb a(Ma). Dann gibt es aufgrund der Stetigkeit von h

beziiglich M und wegen Lemma 9.3 zu beliebigem vorgegebenen

e>0 ein 6>0 und xl,xzeue(xb) derart, daB x1=h(pb,Mb+6) und
x2=h(pb,Mb—5). Da le*xa und xaR*x2 erfiilTlt ist, gilt xleR(xa)
2

und x eT\R(xa), so daB wir darauf schlieBen konnen, daPB xb ein

Randpunkt von R(xa) beziiglich T ist. Infolgedessen gilt xbeB(xa).

\
1 int R(xa) ist eine Abklrzung fiir Inneres von R(xa)
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Um die umgekehrte Richtung nachzupriifen, setzen wir xbeB(xa)
voraus und betrachten xu=h(pb,pb a(Ma)). Da wir mit Hilfe der
vorangegangenen Uberlegungen auf’xueB(xa) schlieBen kdnnen,
gilt aufgrund von (E)xY=xP. Deshalb erhalten wir Mb=pb’a(Ma).

Wir beweisen nun, daB P(x") = int R(x®) in T erfillt ist.
Deshalb .wollen wir zundchst die Beziehung int R(x%) ¢ P(xa)
untersuchen. Sei x® €int R(x%). Infolgedessen gilt xC¢B(xa)
und wegen (%) me #pc a(Ma). Aufgrund dieses Ergebnisses und
weil auBerdem x®€ int R(xa) gilt, kdnnen wir mit Hilfe von
Lemma 9.3 auf MC>pc a(Ma) und damit auf xCR*x? schlieBen. In-
folgedessen gilt a1;o xCEP(xa).

Un die Beziehung P(xa) <int R(xa) in T nachzuweisen, nehmen wir
an, es gdbe ein xueP(xa) und xueB(xa). Aus'quP(xa) folgt x“R¥x2,
Wenn aber xueB(xa), so kdnnen wir mit Hilfe von (%) auf

Mu=pu a(Ma), schlieBen, so daB .wir auf Grund von Korollar 9.2

xQI*xa erhalten, was im Widerspruch zu xYR¥x2 steht.

Da infolge der obigen Ergebnisse R* transitiv, vollstdndig und
stetig ist, konnen wir den Satz von Debreu anwenden und erhalten,
daB R* von einer stetigen Nutzenfunktion reprasentiert werden
kann, die aufgrund von Theorem 9.1 (f) die Nachfragefunktion h
generiert.

2. Teil: Wir setzen nun voraus, daB R* von einer stetigen Nutzen-
funktion reprédsentiert werden kann, so daB infolgedessen auch R¥
stetig ist. Von dem Beweis zu Teil 1 wissen wWir bereits, daB
wegen der vorausgesetzten Axiome DI-DV das Gliterbiindel

b

X“=h(p ,pb’a(Ma)) Element des Durchschnitts von E(pb) und

B(xa) ist. Nehmen wir nun an, es gdbe noch ein anderes Giliter-

biindel ° = h(p®,m°) in £(pP) n B (x?)!
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b

GiTt MP < b

W~
b a(MOL), so kbnnen wir mit Lemma 9.2 auf x%R X

schlieBen. Da R* stetig ist, gibt es ein >0 mit der Eigenschaft:
flir alle x8q4Xb)ﬂT gilt x2R*x. Da wir aber %beB(xa) angenommen

haben, erhalten wir auf diese Weise einen Widerspruch.

Auch wenn wir annehmen, dafB Mb>pb a(Ma), ergibt sich ein Wider-
spruch zu unserer Annahme, daf xb " zy B(xa) gehort. Deshalb gilt

b _ b _ b

M (Ma) und damit auch X~ = x

Ph,a

Anstelle der Bedingung (E) kdnnen wir jedoch auch eine andere
setzen, die ebenfalls unter der Voraussetzung von DI-DV notwen-
dig und hinreichend fiir die Existenz einer stetigen, h generieren-
den Nutzenfunktion .ist. Diese Forderung ist insofern mit (E)
verwandt, daff sie wie diese iber den Rand der Menge {xlxﬁ*xa}

eine Aussage macht.

Die Forderung (E) ist jedoch nur flir T = R 2+

Will man eine stetige Nutzenfunktion auf T= RE finden,

relevant.

so benttigen wir noch eine zusdtzliche Bedingung. Dies
wird in dem Theorem 9.7 gezeigt werden.
Zur Vorbereitung beweisen wir zundchst, daB die Menge

%k .
R(ﬁa) = {x|xeTaxR xaLanET, konvex ist.
Lemma 9.4

Unter Voraussetzung von DI-DV ist R(xa) konvex.
1.2 a

Beweis: Sei x ,x"eR(x"). Dann gilt wegen Theorem 9.1.(g),
dap R* vollstindig ist, so daB x R*x% x2R*x! gilt.
0.B.d.A. sei xlﬁ*xz. Da aufgrund von Theorem 9.1 (d) fur alle vy

mit O<y<l die Beziehung ((1-y)x1+yx2)R*x2 zutrifft, gilt auch

((1—y)x1+yx2)§*x2. Hieraus und wegen xzfi*xa folgt jedoch mit
der Transitivitit von R¥ ,die wir in Theorem 9.1 (g) bewiesen

haben, die Behauptung.
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Theorem 9.6

Sei h H2;+XH%++ +IR2 eine Nachfragefunktion mit dem Werte-

bereich R ', die die Postulate DI-DV erfiillt, Fermer <.,

DVI: Fiir jede Folge <(p',M')> mit (p',M') ¢R M1 ogerte:

[Tim p'= p020A11m(pV,MV) = X>01= p°>0

V —co Vo0

erfillt. Dann gibt es eine stetige Nutzenfunktion die ﬁ*
reprdsentiert und die gegebene Nachfragefunktion generiert.

Beweis: Wegen Theorem 9.1 geniigt es, wie bei dem vorangegangenen
Satz zu Uberpriifen, ob {xleQ%&} fir jedes xoeH22+ abgeschlossen

. n .
in IR++ ist.

Annahme: Es gibt ein xoeﬂQ2+ mit der Eigenschaft, daB die Menge

-1, 0

R 7 (x )i{x!x€ﬂ22¥mx0§*x} nicht in R 2+ abgeschlossen ist. Dann

existiert ein XxeR n+,§ = h(p,M), und eine Folge von Glterbindeln

+
v -1

<X > in R (xo) derart, daB Tim x' = X und §¢R_1(xo). Infolge-

00

s -
dessen gilt fir alle x¥V x°R xV, wohingegen flir x die Beziehung
XR*x° zutrifft. Da aufgrund der Bedingungen DIII und DV die
Funktion h homogen vom Grade 0 ist, kOnnen wir die pV So wahlen,

daB ||p"]] =|| p Il gilt. Aus diesem Grunde existiert eine Teilfolge
v v
<p'k> von <p¥s derart, daB lim,p k- p. Da aber ||p k[|=|}5||,
k Vi Vi Vi Vie =
erhalten wir p>0. Wegen Lim h(p “,M "), 1im p = lim M “=M
= vV, =00 v
k Vk—>oo k->oo
. = s ks Vk - Vk ~h
gilt xp = M. Da @;mwx = X und &;gmp =p>0, impliziert DVI,

daB Pp>0 erfiillt ist. Infolgedessen er@a]tsn wir aufgrund der
Stetigkeit von h das Ergebnis Jim h(p k,M k) = X = h(p,M).
k
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Wir zeigen nun, daB die Hyperebenen HVkK i{x|xeﬂﬂ]Akax=Myk}
die Menge R(xo)={x|erR2+Ax§*xo} nicht schneiden.

Annahme: Es gibt eine Hyperebene HVJ, dievR(xO) schneidet.
Dann existiert ein zeR(xo) derart, dap pYJz"< MYJ. Diese Un=
gleichung flihrt auf das Ergebnis x"YdR¥z. Da aber zeR(x°%), so
folgt zR*xC, Von xij*z und zﬁ*xO fihrt die Transitivitdt und
Vollstdndigkeit von ﬁ* auf ijR*xO. Aber weil x"J aus R_l(xo)
ist, und daher xoﬁ*xvj gilt, erhalten wir einen Widerspruch.
Deshalb muB die Annahme verworfen werden.

Da p'K 5 B und MK 5 M, streben die Hyperebenen HYK gegen die
Hyperebene H = {x|xeR" APx=M}. Da wir bereits nachgewiesen
haben, daB die Menge R(xo) eine konvexe Menge ist, ist H Stltz-
hyperebene in X an R(x°). Deshalb gilt

(1) (vyeR], ) IBy<M = ydr(x%)].

Wenden wir nun wieder das Korollar 9.2 und Theorem 9..3 an, so
erhalten wir, daB das Gliterbiindel xc=h(E,Mc) mit

ME = sup {M]h(p®,M°)R*n(F,M)}auf dem Rand von R(x°) Tiegt. Da
xR*x%, folgt aufgrund von Theorem 9.3 M>MC, Wegen M®=p+xC<M,
ergibt sich mit (1) xC¢R(x0). Da aber wegen Theorem 9.1 (e)
die Gleichung F(xo) = R(xo) gilt, gehoren die Randpunkte von
R(xo) und damit auch x°

zu R(xo), was im Widerspruch zu dem
zuvor erhaltenen Resultat steht.

H(x)

abgeschlossen ist, so daB wir aufgrund der bereits gefundenen
Resultate ¥n Theorem 9.1 den Satz von Debreu anwenden kdnnen.

Wir haben damit als Ergebnis gewonnen, daB die Menge R~

Wir erhalten daher eine stetige Nutzenfunktion, die R¥ reprd-
sentiert und die gegebene Nachfragefunktion h generiert.

qg.e.d.

Es soll nun gezeigt werden, daB eine geringfligige Anderung von
DVI notwendig und hinreichend fiir die Existenz einer stetigen
Nutzenfunktion ist.
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Theorem 9.6

Sei h:RE+ xR++-+R2 eine Nachfragefunktion mit dem Wertebereich
R2+ , die die Prdmissen DI-DV erfiil1t. Dann ist unter diesen
Bedingungen das Postulat:

DVI': Flr alle xaeﬂﬂ+ und fir jede beliebige Folge <(pV

,MV)>
in R?Il mit den Eigenschaften h(pv,Mv)¢R(xa), Tim h(pv,Mv)
= x5 0, xCER(xa) und Tim pv=p030 gilt, daR p0>0 ;G??ifft
notwendig und hinreichend fiir die Existenz einer stetigen Nutzen-
funktion, die R” reprdsentiert und h generiert.
Beweis: Sei h eine stetige Nutzenfunktion, die R* reprdsentiert
und h generiert. Hieraus ergibt sich mit Theorem 9.4, daB die
zu beliebigem p>0 assoziierte Engelkurve Hp={x|xER2A‘x=h(p,M),
¥M>0} nur einen gemeinsamen Punkt mit dem Rand B(xa) flur jedes
xaER2+ besitzt.
Angenommen, DVI' wdre nicht allgemein erfiillt. Dann gibt es ein
"xa€R2+ und eine Fo]ge,<h(pV,MV)> mit den Eigenschaften:

n(pY M) ER(XY, Jim h(pY, 1Y) =xPer(x%), Tim MY=N%>01und

Tim p¥=p%s0 aber p°$ 0.

N> 00

Wie wir im vorangegangenen Theorem gezeigt’haben, ist die

Hyperebene {x|erﬂ1Apox=Mo} Stiitzhyperebene an R(xa) in xb.

Infotgedessen gibt es ein xz=h(pZ,MZ) derart, daB xzixb und
Z_0_,,0
X“p =M,
xZR*x8,

Deshalb ist x% ein Randpunkt von R(xa), und es gilt

Beriicksichtigen wir wieder unser Theorem 9.3, so ist das Element
;=h(pz,pz,a(Ma)) Randpunkt von R(xa). Demnach hdtte die Engel-
kurve {xlxenﬂ]Ax=h(pZ,M%VM>O} zwei verschiedene Punkte ndmlich
%X und x“ gemeinsam mit R(xa), das aber widerspricht der obigen
Bemerkung.

Da wir mit Theorem 9.5 bereits die Umkehrung dieses Satzes
gezeigt haben, ist dieser Beweis damit abgeschlossen.
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9.5 Einige spezielle Klassen von Nachfragefunktionen

In den beiden vorangegangenen Theoremen haben wir nur das Pro -
blemder Existenz einer stetigen Nutzenfunktion untersucht, wenn
der Wertebereich von h der R2+ ist. Es soll nun eine Bedingung,
die/zu DI-DVI hinzugenommen, die Existenz einer stetigen Nutzen-
funktion auf dem RE garantiert, genannt werden. Diese Pramisse,
die wir bereits bei Stigum((1973), S.412) nachlesen kdnnen,
heiBt:

DVII: Fir alle x

xseRﬂ derart, dafB x3§x

1 1

, XZERQ mit xlio und p1x1>p X2 gibt es ein
1 3.3..3.2

und px“>pTx
Um den ganzen R2 zu erfassen, missen wir auBerdem in DI fordern,
daB h auf dem Bereich IR}, x R, erklart ist. Wir bezeichnen
dann diese gednderte Version von DI mit DI'. Die Theoreme 9.1
und 9.6 dndern sich auch nicht, wenn wir an die Stelle von DI

das Postulat DI' setzen. Wir gelangen dann zu folgendem Satz:
Theorem 9.7

Setzen wir DI', DII-DVII voraus, so gibt es eine stetige Nutzen-
funktion, die R* auf dem RE reprdsentiert und h generiert.
Beweis: ‘

Angenommen | es gibe ein XOERQ derart, daB R-l(xo) nicht
abgeschlossen in RQ ist. Dann gibt es eine Folge <x¥>in R'l(xo)
und x emz mit 1im x' = X und iegR'l(xo), so daB definitions-

Voo

0]

gemaB. xR*x°® gilt. Falls x>0, so kdnnen wir den Beweis von

Theorem 95, in dem es keine Rolle spielt, ob xoeR2+ oder

xoeR: » im Wortlaut Ubernehmen und kommen so zu einem Widerspruch.

0 folgt unmittelbar

Wir fiihren nun den Beweis flr X}o. Aus XR™x
x#0. Es sol11 zundchst gezeigt werden, daB die Hyperebene
A={x1xeR" Apx=M} Stiitzhyperebene an R(x°) in X, wobei Xx=h(p,M),

ist.

Nehmen wir wieder das Gegenteil an, so gibt es ein x1eR(x0) derart,

daB px'<M. Nach DVII existiert xY<x mit pYxYspYx'. Aus x"Yr*x’
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und xiﬁ*xO folgt mit der Transitivitit und Vollstandigkeit von
R xYR*x®, was im Widerspruch dazu steht, daB X ein Rand-
punkt von R(x%) relativ zu RE ist.

Wir konnen nun direkt wie in dem Beweis zyu Theorem 9.5 fort-

fahren und erhalten einen Widerspruch zu unserer Annahme.

Wir wollen nun noch in zwej Spezialfdllen die Existenz einer
stetigen Nutzenfunktion nachweisen. Aus diesem Grunde wird
ein neuer Begriff eingeflihrt.

Definition 9. 7

. . . LN : :
Eine Nachfragefunktion h.R++_x R++ R+ heiBt superior genau

dann, wenn fiir beliebiges peR], und fir alle M,M'ER, , gilt:
M>M' = h(p,M) > h(p,M").

Bei superioren Nachfragefunktionen wichst also mit steigendem

Einkommen die Nachfrage nach allen Giitern des Warenkorbes an,

wenngleich dieser Zuwachs bei einzelnen infinitesimal klein

sein kann.

Der ndchste Satz nennt Bedingungen, unter denen eine superiore
Nachfragefunktion von einer stetigen Nutzenfunktion generiert
wird.,

Theorem 9.8

Sei h:R2+ X R++-+ R2+ eine superiore Nachfragefunktion mit dem
Wertebereich R2+ » die den Bedingungen DI-DIII und DV genligt.
Dann gibt es eine stetige Nutzenfunktion, die h generiert.
Beweis: 1. Zundchst wollen wir den Nachweis daflir erbringen,
daB jede superiore Nachfragefunktion die Pramisse DIV erfiillt.
Betrachten wir dazu po,plemz+ und p(t)=po+t(p1~p0) fir te[ 0,17,
Ferner sei M"=M'+AM mit AM>o. Da h superior ist, gilt demgemsB

N(P(E)M") = h(p(t),M') = h(p(t),mn) - Hocal

Da AM=Axlpl(t) oot Ax P (t)>0, gilt Axipi(t) < AM, bzw.

MY = (Ax

1,...

s AX

)>0.
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AM .\ .
Ax1<E;TfT flir alle i <n.

Hiermit gewinnen wir das Ergebnis

Th{p(t),M") = h(p(t),M' )i =
1

N$~1=

n
‘ 1 .
AX ; <AMe <KIM"-M"1, wobei
RN

durch die Definition von p(t) die Existenz einer solchen posi-
tiven Zahl K garantiert wird. Damit ist DV bewiesen.

2. Aufgrund von Theorem 9.1 genligt es nun, wie im vorigen Be-
weis, die Abgeschlossenheit der Menge R'l(xo) in R2+ fir be-
liebiges xOER2+ nachzupriifen. Der Beweis dafir wird indirekt

gefihrt.
O) wdre nicht abgeschlossen,

b b b
)

mit Tim xv=x =h(p~ ,M

V>

Unter der Annahme, die Menge R_l(x
gibt es eine Folge <x¥> in R—l(xo)

b

‘wobei x ER2+ und xbéR-l(xo). Dann gilt xbR*xO und xP ist Rand-

punkt von R(xo) relativ zu Rﬂ

+
AuBerdem folgt aus Theorem 9.4, daB auch §b=h(pb,pb O(MO)) Rand-
punkt von R(xo) ist, und ebenfalls aufgrund dieses §atzes gilt
Mb>pb’o(Mo). Hiervon kdnnen wir auf h(pb,Mb) > h(pb,pbso(Mo))
schlieBen. Infolgedessen gibt es wegen der Stetigkeit von h ein
€>0 und eine offene Umgebung Ue(xb) derart, daB alle X€U€(Xb)
die Beziehung xR*h(pb,pb O(MO)) erfilien. Dann gilt aber auch

fir alle ere(xb) xﬁ*xo.’Das aber widerspricht unserer Folgerung,
daB xb ein Randpunkt von R(xo) ist. Wenden wir dann wieder den
Satz von Debreu an, so erhalten wir eine stetige Nutzenfunktion,
die die Relation R* auf R2+ reprasentiert und die Nachfrage-
funktion aufgrund von Theorem 9.1 (g) auch generiert,

g.e.d.

Uzaw% hat unter anderem auch die Frage untersucht, ob invertier-
bare1 Nachfragefunktionen von einer stetigen Nutzenfunktion generiert
werden (1971, Theorem 3). Solche Funktionen stellen das Nachfrage-
verhalten eines Individuums unter der Bedingung, daB jedes Giiters
blindel in nur eimer Preissituation gewdhlt werden kann, dar. Wir
zeigen nun, daB zu solchen Funktionen eine stetige Nutzenfunktion

1

) . . . . . . B .
‘Unter einer invertierbaren Funktion wollen wir eine Funktion ver-
stehen, deren Umkehrrelation ebenfalls Funktion jst.
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. .
existiert und schijeBen damit eine Licke in Uzawas Beweis

Theorem 9.9

Eine Nachfragefunktion h: R L X R -»RZ mit dem Wertebereich

R2+ erfiille die Pramissen DI DV. Ferner sei fir jedes Giiter-
bindel xEIRn die Preiseinkommenssituation P von x bis auf

ein pos1t1ves Vielfaches eindeutig bestimmt. Dann gibt es eine
stetige Nutzenfunktion, die die Relation R* reprdsentiert und

h generiert.

Beweis (indirekt): Es genligt wieder zuy Zeigen, daB R_l(xa) fir
jedes x@ abgeschlossen ist. Unter der Annahme, es existierte

ein xaERn+ mit der Eigenschaft R 1(xa) ware nicht abgesch]ossen,
gibt es e1n X ERn und eine Folge <x'> derart, dap x'ecR 1(xa),

x¢= Tim xY und xcéR 1 xa). Hieraus folgt definitionsgemiB x“R*x
Yo

a

Da h homogen vom Grade 0 ist, kdnnen wir wieder die pv So wahlen,

daf Ilpvll=llpFH Daher gibt es eine Teilfolge <ka> von <p¥s
derart, daB 1im p¥k = F»o0. Infolgedessen gilt auch

V. >

k

(1) im pYketim XYk = Tim (pVkxYK) = i YK = Fag
V. »x V. > V. o0 V. >

k k k

Betrachten wir das Gluterbiinde] >~<a=h(pa,pa C(MC)) = h(pa,Ma), so
gilt fir dieses X%R*x®, %21*yC und x© ist Randpunkt von R(%?%).
Hieraus folgt, dap die Punktmenge H ¢ = {xleHf]Apr=Mc}

Stiitzhyperebene in x© an R(%a) ist. Aber auch die Hyperebene
H~n{x|erR AP x=M" }ist Stiitzhyperebene in x© an R(Na), denn an-

genommen, das ware n1cht der Fall und HE wiirde R( ) schneiden,
S0 gdbe es ein x eR( ) mit der Eigenschaft Px 1< und x'R*3%2. Da

H5 Stlitzhyperebene in x© an R(xa) ist, gilt x%R*x", Von X3R*x?2

und x2R*x .
somit einen Widerspruch zu x'R*x2, Info]gedessen sind die Hyper-
ebenen Hpc und Hﬁ beides Stiitzhyperebenen in x© an R(?a).

L konnen wir jedoch auf iaR* ! schlieBen und erhalten

Definieren wir ferner fiir te] 0,17

\ 0]
1Uzawa verwendet zum Beweis von Theorem 3 das Ergebnis PVI', dessen

Beweis llckenhaft ist
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P(t):=t(p®) + (1-t) B,
so gilt p(t)>o. Wir wollen nun zeigen, daB x° in allen Preis-
situationen p(t) gewihlt wird. Der Beweis hierfiir wird wieder in-
direkt gefiihrt.
Annahme: Es gibt ein t'e€lo,1[ mit

x“E(p(t'), p(t')xC) =x(t').

Setzen wir x(t')=h(p(t"), M(t')), so folgt unmittelbar, daB

{x|xeR" Ap(t')ex = M(t')} Stiitzhyperebene an R(X?) in xC ist.
Ferner gilt x(t')R*x® und damit auch x(t')R*%2,
Setzen wir

ppr A (M%) = inf (M]n(p(t') MR n(p?,f?)),

so gibt es ein x' mit x'=h(p(t'),pt. a(ﬁa)) und x' ist Randpunkt
von R(x?%).

Py ¥ a ~a . . : ~a
Da aus x(t')R"h(p®,H?%) die Ungleichung M(t') > Py a(M ) folgt

und ferner die Punktmenge {xleSIRn AP(t')x=M(t')} Stiitzhyper-
ebene an R(?a) in x© ist, gilt x'éR(ia). Aber wie wir bereits
wissen, folgt aus DI-DV die Beziehung E?§€5 = R(X%), so daB die
Menge R(ia) alle ihre Randpunkte und damit auch x' enthdlt, was
im Widerspruch zu x'¢R(X®) steht. Also missen wir unsere Annahme
verwerfen und erhalten das Ergebnis:

(YtelO0,10)[h(p(t'), p(t')x%) = xC7,

Gilt nun 5£pc, so erhalten wir einen Widerspruch zu unserer
Voraussetzung, daB die Preissituation, in der x© gewdhlt wird, bis
auf einen positiven Faktor eindeutig bestimmt ist. Infolgedessen
erhalten wir als Ergebnis ﬁ=pc, wovon wir mit (1) auch auf M=MC
schlieBen konnen,

Wir konnen nun wie im Beweis zu Theorem 9.5 fortfahren und er-
halten wie dort, daB die Hyperebene Hvkw‘:{xlpvk'x=M\/k}C”e Menge
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R(xa) n1cht schneiden und daR die Punktmenge HB Stiitzhyper-
ebene in x¢ an: R(xa) ist. Letzteres ist aber gleichbedeutend
damit, daB Hpc StUtzhyperebene in x¢ an R(xa) ist. Aber auch

das Gliterbiindel h(p (Ma ist Randpunkt von R(xa) und
Pe,a

die Hyperebene Hpc mit der Gleichung p Cx ol a(Ma) ist Stilitz-
hyperebene in x© an R(x ). Da man aber von xCR*xa auf

Me > pc,a(Ma) schlieBen kann, widerspricht dies unserem
friheren Resultat, daB Hpc Stitzhyperebene in x© an. R(xa)
ist.

Damit kdnnen wir unsere Annahme verwerfen und erhalten, daB
R_l(xa) abgeschlossen ist, womit unsere Behauptung unmittel-

bar folgt.
9.6 Zur Ableitbarkeit der Nachfragegesetze

Un die Gleichwertigkeit der Theorie der Revealed Preference

mit anderen Modellen der Nachfragetheorie sicherzustellen, ist
eine Untersuchung der Frage, ob die einschldgigen Gesetze der
Nachfragetheorie auch in diesem Modell ableitbar sind, erforder-
lich. Von besonderer Bedeutung ist hierbei, ob die Symmetrie

und Negative Semidefinitheit der Slutsky~Hicks-Matrix auch in
der Theorie der Revealed Preference gewdhrleistet ist. Widhrend
durch die Symmetrie eine Aussage iiber die Substituierbarkeit

von Gltern gemacht wird, garantiert die Negative Semidefinit-
heit der Slutsky-Hicks-Matrix, daR das in einer Budgetsituation
gewdhlte Giuterblindel auch nutzenmaximal ist, bzw., daB der Markt-
teilnehmer beziiglich seiner Praferenzvorstellung optimal und
damit rational handelt.

Bevor diese Frage untersucht wird, sollen die beiden oben ange-
sprochenen Begriffe erkldrt werden.

Definition 9.8
Sei h'IRn X IRn-+ Rn h( 1@ M), ...,h @ M)), eiﬁeiﬁaéhfkége;

funkt1on, deren Wertebere1ch eine offene Teilmenge des Rn ist.
Dann seien d1e S]utsky Hicks-Terme S (p M) Ausdriicke der Form
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Bh.i(psM)‘,‘ Shj(p,M) ahi(p:M)
Sis(PaM)i= () |= 5 + ©hi(pM).
ap . ced oM o
J U(Xl. .Xn)-C nSt. P‘; _ ”}ﬁ hg{yiﬂ}yé
- H - e / ¥

i
Ein solcher Term 1dRt sich bekanntlich in sinnvoller Weise
interpretieren: Er gibt an, wie sich die Nachfrage nach einem
Gut i dndert, wenn sicH der Preis des Gutes j dndert aber das
Nutzenniveau erhalten bleibt, weil durch eine Einkommensdnderung
die Preisdnderung kompensiert wird.
Die Slutsky-Hicks-Matrix besitzt die Terme Sij als Komponenten,
d.h. also

Sll(P:M) ce San(P,M)
S(psM):=
Spy (M) oo S (pu)

Eine Slutsky-Hicks-Matrix ist definitionsgemdB negativ semi-
definit, wenn

(vweR" )[v'S(p,M) v < 0];
sie ist symmetrisch, wenn

Sij = Sji » Yi,J £ n
Die Symmetrie der Slutsky-Hicks-Matrix bedeutet, daB die Nach-

fragednderung nach dem i-ten Gutbei einer kompensierten Preis-
dnderung des j-ten.Gutes gleich 'der Nachfragednderung nach dem
j-ten Gut bei _einer kompensﬁerten Preisdnderung des i-ten Gutes ist.

Im ndchsten Theorem soll gezeigt werden, daB das verallgemei-
nerte Gesetz der Nachfrage

n
piax, =0 = 121 ApiAX: < 0

It~

i=1
falls mindestens ein:ﬁxiio, in der Théoriender Revealed Preference

deduziert werden kann. Die Voraussetzung ) P;Ax;=01st aus der
i=1 .. ’
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traditionellen Nachfragetheorie bekannt und bedeutet, daB der
Nutzen konstant bleibt. Der Grund ist folgender:
Das Maximierungsproblem
max u(x) unter der Nebenbedingung
px =M
wird mit Hilfe der Methode der Langrangeschen Multiplikatoren

geldst, so daB wir im Nutzenmaximum §Y = Api erhalten.
i

Da u konstant bleiben soll, d.h. also

u(Xys «vos xn) = const.

gilt, muB das Differential

au ou “r [ - e D{({;/ew 2(‘U/éat/~
o X, L+ e dX ({alls = A
X]. 1 Xn n |(f['[‘$lﬂ€'c«/¢lniunf}ﬂh grﬁ”'{ 5“”V)

zu Null werden. Hieraus erhdlt man schlieflich als LOsung:

I~

i=1
Diese Beziehung setzen wir in Theorem 9.1l voraus, beweisen
aber zundchst vorbereitend das "allgemeine Gesetz der Nachfrage"

(vgl. Hicks (1956, $.151-155)).
Theorem 9.10

Sei h:IRJr:+ x R ,6, - R2+, eine Nachfragefunktion mit dem Werte-

++

. n
bereich R++,

(WA"): xRy = 7(yRx)

die die Axiome DI-DIII und das Schwache Axiom

erflillt., Dann gilt

n
PiAX, =0 = Z Ap.Axi < 0,

1 1

falls mindestens ein Ax.}0

Beweis: Fir beliebige x,x‘EIR2+ sei
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Ap1=(p1-p'1) und Ax1=(x1-x;) y Yisn.

Dann gilt nach Voraussetzung

n
.leiAXi=O bzw. .Z P.(X.-x."
1=

Also folgt xRx', so daB wir hieraus unter Anwendung des
Schwachen Axioms =(x'Rx) erhalten. Demzufolge gilt

E p. Xi < ? p.'X: bzw g p{(x{-x.) <0,
AR BT LS B PR

so daB

n n

PO+ L anngex) <0,

woraus die Behauptung unmittelbar folgt.

Mit Hilfe des vorangehenden Resultates 1dBt sich nun der
ndchste Satz, der auf die negative Semidefinitheit der Slutsky-
Hicks-Matrix fihrt, beweisen (vgl. Samuelson (1947, $.113)).

Theorem 9.1.1

. . oh L D _ . . .
Sei h:R_, x R, R,, s x=h(p,M),eine Nachfragefunktion mit

dem Wertebereich R2+ » die die Axiome DI-VIII und DV ' erfiillt

und auBerdem stetig differenzierbarlist. Dann gilt

n n

. . o= O .. <
Y p.dx =.Z.81J dpq dpj 0
=1 i,

Beweis: Als totales Differential von x1 erhalten wir

n d
(1) dx; =5 % dp,+ X4 dn

i=1 3P oo
J 8P ; oM

Aus der Budgetgleichung ergibt sich

1 Aus der Voraussetzung der Differenzierbarkeit folgt, daB h
auch DIV erfillt.
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n
= . dp.,
dM jzl x5 dp |
falls x& konstant gehalten wird: . Mit (1) kOnnen wir dann auf
L 5 -
(2) dx . = (—,""—'*'X-——.—— dp'=_, S..dp.
T2 9P Jj oM I35 THETN
schlieBen
n
Von } p,dx.=0 fiihrt der vorangehende Satz zusammen mit (2) auf grund
i=1 ' ger weiteren Voraussetzungen diese Theorems zu
n
) S.. dp. dp, < O
iy ot

Hieraus folgt unmittelbar das

Korollar 9.4
Unter den Voraussetzungen des obigen Satzes gilt:
V'S(p,M) v £, vveR".

Es ist hierbei zu beachten, daB im nichttrivialen Fall das
Gleichheitszeichen nur dann steht, wenn sich die einzelnen
Preise der Glter des Warenkorbes im gleichen Verhdltnis gedn-
dert haben. Ursache hierfir ist, daB unter den Voraussetzungen
DITI und DV die Nachfragefunktion homogen vom Grade 0 ist.

Die Symmetrie der Slutsky-Hicks-Matrix kann mit Hilfe eines
Ergebnisses von Kihlstrom, Mas-Cole]] und Sonnenschein (1976),
auf das wir spiter noch kurz zurlickkommen, nachgewiesen werden.

Theovem 9.18

. . miN > mh . . . . _
Sei h.m++.x R++ R++ eine stetig differenzierbare Nachfrage

funktion mit dem Wertebereich R2+ » die die Axiome DIII und DV
erflillt. Dann ist die zu h gehdorende Slutsky-Hicks-Matrix
symmetrisch.
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Beweis: Da h aufgrund der Pramissen DIII und DV homogen vom
Grade o ist, kdnnen wir einen Satz von Kihlstrom, Mas-Colell
und Sonnenschein (vgl. Theorem 9.16) verwenden und erhalten
sofort die Symmetrie der Slutsky-Hicks-Matrix.

Die hier nachgewiesene Ableitbarkeit der wichtigsten Gesetze
der Nachfragetheorie rechtfertigt die Hypothesen, die der
Theorie der Revealed Preference zugrundeliegen. Es soll nun
noch von dieser gezeigt werden, wie sie in der Theorie der
okonomischen Preisindizes Verwendung findet.

9.7 Die Theorie der Revealed Preference und der Gkonomische
Preis-Index

Samuelson wurde zu seinem Schwachen Axiom durch Uberlegungen,
die zur Bestimmung des Lebenshaltungskostenindex' fihren, in-
spiriert. Im unmittelbaren Zusammenhang mit diesen steht auch

der " Indifferenztest" von Hicks (1956) mit folgendem Inhalt:

Gehoren zwei Giiterbindel x° und xl, die ein Haushalt beim
Preisniveau pO bzw. p1 erworben hat, einer Indifferenzklasse
an, so missen sie den Bedingungen

(l)‘poxo poxl

und (2) p1X1 < p1xo

A

geniigen. Folgende Interpretation der ersten Ungleichung liegt
nahe: Hat ein Haushalt in der Preissituation po den Warenkorb
x© erworben, so kann x° nicht teurer als x1 gewesen sein, denn
sonst hatte er den Warenkorb xl, den er ja ebenso hoch ein-
schatzt wie xo, gewdhlt. Auf analoge Weise kann die zweite Un-
gleichung gedeutet werden,

Durch Multiplikation von (1) und (2) ergibt sich:

(3) (p°xM)(p1x°) = (p°x%)(p Ix1y.

Hicks nennt diese Ungleichung das "Indexzap]en-Theorem", da

A

aus -diesem folgt, gaB der Laspeyres—Index1 groBer oder g1e1ch
dem Paasche—Index2 ist.
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Gehoren x° und x“ nicht der selben Indifferenzfliche an, so
mufB ’

(4) v (p x1 > poxO A plxO > plxl)

zutreffen. Diese Aussagenform deutet bereits auf eine enge
Verwandtschaft des okonomischen Preisindex mit dem Schwachen
Axiom hin.

Im folgenden. so17 gezeigt werdens, "dap sich- der oko -
nomische Preisindex bei Kenntnis der Funktion Ph.a lTeicht

berechnen 14dBt. Deshalb erinnern wir zundchst an die Definition
des Gkonomischen Preisindex.

Definition 9.9

Der Gkonomische Preisindex P ist ein Funktional mit folgenden
Eigenschaften:

1
.men . o 1,0, _ . 1. 1,
P.IR++ X IR++ - IR+ s P(p ,p M7y = —5 mit M =min X
M XeR
und u(x) = u(xo), wobei xOEB(pO,MO) und u(xo) 2 u(y) flur alle

yeB(p®,m%).

Die Definition fihrt in wenigen Schritten zu dem

Theorem 9.13

Sei DI-DV vorausgesetzt. Dann erfiillt der tkonomische Preisindex
fir alle pa,pbemﬂ+ und Maem++ die Gleichung

a
Py 4 (M7)
P(p®,p0sm?) = Shaat |
M
Beweis: Aufgrund von Theorem 9.1 wissen wir bereits, daB die
Beziehung

XR*y = u(x) = u(y)
GUltigkeit besitzt. Wir betrachten nun das Giiterbiinde]

a
x =h(p®,M?). Dann gilt fir alle yeB(p®,M%) die Beziehung
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u(xa) 2 u(y). Ferner trifft auf xb=h(pb,pb é Ma» gemaB Theorem
9.3 die Bedingung u(xb) = u(xa) Zu, und es gilt offensichtlich
auch, daB

pb,a(Ma) = m;%n pbfx A Uu(x) = u(xa).
X
+

Hieraus folgt dann mit Definition 99°das Ergebnis:
a

Py L (M)
“ed e pp®pbime).

M

Damit ist der Preisindex in allen Preissituationen berechenbar.
qg.e.d,

Zum AbschluB unserer Untersuchung der Theorie der Revealed
Preference werden noch einige Ergebnisse prdsentiert, auf deren
Beweise wir weitgehend verzichten wollen. Es sol] jedoch an
entsprechender Stelle auf die dazuy vorhandene Literatur verwiesen
werden,

9.8 AbschlieBende Bemerkungen zur Theorie der Revealed
Preference

Die vorangehenden Uberlegungen haben gezeigt, daB die beiden
Funktionen b . a und p'b a eine zentrale Rolle fir die Existenz

einer die gegebene Nachfragefunktion generierendenNutzenfunktion
spielen.

In Anmerkung 9.1 wurde darauf hingewiesen, daB aus den Axiomen
DI-DV die Stetigkeit von pb,a und damit auch von p'b,a folgt.

Wir wollen nun zeigen, daB diese Eigenschaft fiir pb 3 auch unter
anderen Bedingungen bewiesen werden kann.

Theorem 9.14

Sei h:R2+,x R+ - RE eine beziiglich M stetige Nachfragefunktion
mit dem Wertebereich R: » die die Budgetgleichung:

(V(p,M)ER2+,x R, Ypeh(p,M)=M], das Starke. Axiom (DV):xR*y =7(yR*x)
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und die Beziehung p'b a(Ma) S a(Ma), ¥M3>0, erfiillt. Ferner
sei flr jedes erRE und jedes péem2+ die Menge

{x|x=h(p“,M) o x°R*n(p®,M) , vM=0) abgeschlossen in RY
Dann ist die Funktion p'b a stetig fiir alle M%>0.

Beweis: Offenbar ist fir beliebiges (p®,m?)eR", x R,, die

Menge {M’h(pb,M)R*h(pa,Ma)} nicht leer und durch M=0 nach unten
beschrankt, so daB p'b a(Ma) fiir alle M®>0 existiert.
Un die Stetigkeit von p'y , ZU beweisen, sei <M%> eine beliebige

streng monoton fallende Folge mit 1im Mm¢=Ma. Dann ist die Folge
K > co

<p'b,a(Mak)> ebenfalls monoton fallend und durch p'b,a(Ma) nach

unten beschrinkt, so daB Tim o'y (M%) = (M%),

Mak»Ma
. %, . { ak > A0 a
Annahme: M '—MA%TMa o b,a(M ) 7o b,a(M ).

]
P b,a

Dann gibt es ein M® mit

(1) o'y o (M)<m® <M*,  und h(pb,MO)R*h(pa,Ma). Wie aus dem

Beweis zu Theorem 9.1 (e) hervorgeht, reichen die Voraussetzungen
von Theorem 9.14 aus, um nachzuweisen, daB {x|x€HﬂTAh(pb,M°)R*x}

eine in IRQ offene Menge ist. Deshalb gibt es ein N, so daB
fiir alle ksN die Beziehung h(pb,MO)R*h(pa,Mak) zutrifft,

Das aber ist ein Widerspruch zu (1) und der Definition von M*,
so daB die Annahme zu verwerfen ist.

Sei nun <Mak> eine beliebige streng monoton steigende Folge

mit Tim M3K=M2, Da fir jedes >0 ,
Koo

M h(p®

JDR¥N (P2, M) < (M[h(pP,M)R*h(p?, M3 ))
folgt hieraus, daB

inf MNP IR* (P, HB)T = inf {M|h(pD,M)RTh(p?,MP-c)) .
Also gilt auch

(2) o'y (M%) = o'y (Mk)
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Die Folge (KYb a(Mak‘)) ist ebenfalls monoton wachsend, und

wir kdnnen mit (2) auf
fiaslin oty (%K) 5 pr) ()
schlieBen.
Annahme: M‘<p'b’a(Ma).
M

Dann gibt es ein derart, dap

~ e : a
(3) <t < ory L (m%).
Also gilt # > 1im inf (MIn(p®,M)R"h(p?, M%)} .
ek @

Hieraus folgt fiir alle k: ﬁ:>p'b a(Malz), woraus sich

h(pb,M)R*h(pa,Mak) ergibt. Mit dem Starken Axiom Kdnnen wir

dann auf 7(h(pa,Mak)R*h(pb,M)) bzw. h(pb,M)ﬁ*h(pa,Mak) schlieBen.

Da h stetig beziiglich M ist ,» folgt Tim h(pa,Mak)=h(pa,Ma), o)
Koo

daB nach Voraussetzung dann auch h(pb,M)R*h(pa,Ma) gilt.
Dieses Resultat fihrt schlieBlich auf Mgpb a(Ma) und damit

auf M<<p'b’a(Ma)§ pb,a(Ma)g M. Infolgedessen ist die Annahme

Zu verwerfen.

Anmerkung 9.4

Da mit dem Starken Axiom auf o a(Ma) < p‘b a(Ma) geschlossen

werden kann, folgt aus den Voraussetzungen des obigen Satzes
auch die Stetigkeit von Ph.a

Die im Theorem 9.14 verwandte Primisse P a'(Ma) S a(Ma)

spielt, wie von Moeseke (1969 S.98) als erster erkannte, fiir
die Aquivalenz des Starken und- Sehwachen Axioms eine wichtige
Rolle. Die Voraussetzungen von von Moeseke wurden spater von
Sakai (1974) etwas abgeschwicht. Betrachtet man jedoch von
Moesekes Beweis genauer, so sieht man sehr Teicht, daB er

auch unter den schwicheren Bedingungen durchfiihrbar ist. Diesen
von Sakai. und von Moeseke gefundenen Satz wiederholt unser
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ndchstes Theorem. Auf einen Beweis desselben wie auch der
folgenden beiden Theoreme wollen wir jedoch hier verzichten
und verweisen auf die bereits dafiir vorhandene Literatur.

Theorem 9.15

Sei h:lRQ+ X R+ > RZ eine Nachfragefunktion, die der Budget-
gleichung geniigt und deren Wertebereich eine konvexe Teilmenge
des RE, ist, |

Dann und nur dann erflil1t h auch das Starke Axiom (DV), wenn h
das Schwache Axiom (WA") und die Bedingung

b
(vp?,p

eR, ) (vM®>0) [op o (M%) = p'b,a(Ma)] erfiillt.

Der folgende Zusammenhang zwischen dem Starken und dem
Schwachen Axiom wurde von Uzawa (1971, S.21-22) gefunden.
Dabei ist zu beachten, daB durch unsere Anderung der Axiome
DI-DIV, die in Uzawas Beweis vorhandenen Liicken geschlossen
werden konnen.,

Theorem 9.16
Ist h:R2+ X R+-+ RQ eine Nachfragefunktion, die die Pramissen
DI-DIV erfillt, so trifft das Starke Axiom (DV) nur dann auf

sie zu, wenn sie dem Schwachen Axiom (WA") und der Bedingung
(R): die Funktion P, , st streng monoton wachsend,geniigt.

Den Beweis fir (R)A(WA") = (DV) koénnen wir bei Uzawa nachlesen.

Beweis fiir (DV) = (R)A (WA"): Angenommen es gdbe ein ¢>0 derart,
a -
daB pb,a(Ma+€) +pb,a(M ) gilt:.
Da aufgrund der Transitivitdt von R* auf
b
sup {Mlh(pa,Ma+e)R*h(pb,M)} 2 sup {Mlh(pa,Ma)R*h(p SMY}

geschlossen werden kann, gilt o a(Ma+a) p pb’a(Ma), so daB sich

hieraus mit unserer Annahme op a(Ma+€) :pb,a(Ma> ergibt. Wie wir

bereits wissen, gilt
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(1) h(p®.M%) 1% n(p

(2) n(p®.MP+e) T% h(p°,pp ,(M+e))

so daB wir hiervon mit Theorem 9.1 (g) auf
h(pa,Ma) I*h(pa,Ma+e ) schlieBen kdnnen. Das aber ist ein

Widerspruch zu h(pa,Ma+e) Rh(pa,Ma).

Urspriinglich hatte man vermutet, daB das Schwache Axiom aus-
reichen wirde, um eine transitive und vollstéandige Prdferenz-
relation, die die gegebene Nachfragefunktion h rationalisiert,
auf dem Giterraum zu erzeugen. Nachdem Houthakker das Starke
Axiom in die Theorie der Revealed Preference eingeflhrt hatte,
versuchte man unter der Voraussetzung anderer Hypothesen, wie
z.B. der Budgetgleichung, die Aquivalenz dieser beiden Axiome
nachzuweisen. Es gelang schlieBlich Rose (1958) diese flir den
Gliterraum Rz zu zeigen. Im Jahre 1960 verdffentlichte jedoch
Gale eine Arbeit, in der eindrucksvoll nachgewiesen wird, daB

die beiden genannten Axiome nicht allgemein dquivalent sind.

Das von Gale prdsentierte Gegenbeispiel 1aBt erkennen, daf3 das
Schwache Axiom im Gegensatz zum Starken Axiom nicht zu der
Existenz einer Nutzenfunktion, die die gegebene Nachfragefunktion
generiert, fiihren muf, wenn es zu den anderen liblichen Hypothesen
hinzugenommen wird. Kihlstrom, Mas-Colell und Sonnenschein unter-
suchten die von Gale als Gegenbeispiel genannte Nachfragefunktion
und erkannten, daB fiir diese die Slutsky-Hicks-Matrix wohl nega-
tiv semidefinit aber nicht symmetrisch ist. Aufgrund dieser Er-
kenntnis gelang es ihnen,eine Beziehung zwischen den beiden ge-
nannten Eigenschaften der STutsky-Hicks-Matrix und dem Schwachen
und Starken Axiom herzustellen. In dem folgenden Satz, den wir
bereits zum Beweis von Theorem 9.12 herangezogen haben, wiederholen
wir das von Kihlstrom, Mas-Colell und Sonnenschein gewonnene Er-
gebnis.
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Theorem 9.17

Sei h:R2+ X R;+ - RQ eine Nachfragefunktion, mit den

Eigenschaften:

(a) h ist stetig differenzierbar,
(b) (va>0) [h(p,M)=h(rp,aM)],

(c) (v(p,M)eRMHY [peh(p,m)=m1.

Dann gilt:

1) Die zu h gehdrende Slutsky-Hicks-Matrix ist genau dann
negativ semidefinit und symmetrisch, wenn h das Starke Axiom
(DV) erflullt.

2) Erflil1t h das Schwache Axiom, so ist die zu h gehfrende
STutsky-Hicks-Matrix negativ semidefinit aber nicht notwendiger-
weise auch symmetrisch.

Auf den umfangreichen Beweis dieses Theorems wollen wir hier
verzichten.

In diesem Paragraphen hat sich gezeigt, daB wir anstelle des
klassischen Zugangs zur Nachfragetheorie, Maximierung einer
gegebenen Nutzenfunktion, auch den Weg iiber eine gegebene Nach-
fragefunktion wahlen kdnnen. Diese Ansdtze stehen g]éichberechtigt
nebeneinander, da sie beide zu den einschldgigen Gesetzen der
Nachfragetheorie fiihren.

Neben der Theorie der Revealed Preference gibt es jedoch noch
andere Modelle, die nicht von einer Nutzenfunktion des Markt-
teilnehmers ausgehen. Auf diese wollen wir im ndchsten Paragraphen
zu sprechen kommen,
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§ 10 Moderne rationale Nachfragemodelle

10.1 Das Nachfragemodell von McKenzie

Die grundlegende Idee der Theorie der Revealed Preference, ein
Nachfragemodell ohne Verwendung der Nutzenfunktion zu konstru-
ieren, griff McKenzie auf. Er betont diese Absicht auch in
seinem Artikel "Demand Theory without a Utility Index", durch
den Satz (vgl. McKenzie (1957, S.185): "It is my purpose here
to describe an approach to the theory of demand which dispenses
with the utility index entirely". Aber da McKenzie von einer
stetigen, transitiven und vollstdndigen Prdferenzrelation aus-
geht, kann schlieBlich auch in seinem Modell - wie in der The-
orie der Revealed Preference - durch den Debreuschen Reprdsen-
tationssatz - eine Nutzenfunktion eingeflihrt werden.

McKenzie geht von einem in uUnserem Sinne rationalen Marktteil-
nehmer, der in Ubereinstimmung mit seiner Pridferenzrelation
handelt, aus. Seinem Modell legt er die folgenden Pridmissen

zugrunde n

(M7): Die Alternativmenge X ist eine kompakte, nicht leere Teil-
menge des R",
(Mz): Es gibt eine transitive, vollstdndige und stetige Relation s
auf X 2)$ '
Fir st = ((p.M) [pe R" {0} A MeIR,, A (3xeX)IpxgMl}
existieért eine Nachfragekorrespondenz h: S1 > 2X derart,
daff h rational beziiglich der vorgegebenen Relation & ist,

d.h.
(v(p,M)aSl)[h(p,M) = {ylyeB(p,M) 3, (Vz€B(p,M))[y&z]}3

Wir greifen hierbei auf die von Takayama prédzisierte Darstellung
des Nachfragemodells von McKenzie zuriick (vgl. Takayama
(1974, S. 235-249)).

Fiir die hier prdsentierten Folgerungen aus den Axiomen
(M2)- (M5)' hdtte es auch geniigt, zu fordern, daB > von oben
halbstetig ist.

3) yeB(p,M) & (yeX A pysM)
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(M4): h ist lokal nicht saturierbar, d.h.:
: )
xeh{p,M) = (3y>0)(VSe]O,Y[)(Ex'eué(x)nX)[x‘>x] L
(M5): X besitzt einen inneren Punkt X.

Anstelle von M5 verwendet McKenzie auch die Bedingung

(M”)': Sei xeh(p,M). Dann gibt es €>0 mit der Eigenschaft:
(v8e10,e[)(3XeUg (x)nX) [pX<px].

Wird zusdtzlich verlangt, daB die Relation & strikt konvex ist,
d.h., flr beliebiges x,x'eX mit x*x' und x(t)=tx+(l-t)x',
fir tel0,1[ gilt:

xzxf = x(t)%xf R

so folgt, daB h eine Funktion ist. Diese Behauptung wird im
nachsten Lemma bewiesen.

Lemma 10.1

1)—(M3) und X sei eine

konvexe Menge. Ist ferner die Relation * strikt konvex, so ist
h eine Funktion.

Vorausgesetzt seien die Bedingungen (M

Beweils:

Seien x',x"'eh(p,M), dann gilt:
(VzeX)[pzgM = x'zz]1

(Vze X) [pzgM = x'"'»z1.

Angenommen x'#x'" . Hieraus ergibt sich fiir xo=%x'+%x“

Beziehung x%x'. Aber da x° ebenfalls ein Element von B(p,M)

die

und h rational bezliglich der Relation » ist, ergibt sich hieraus

ein Widerspruch zu xO}x'. Also besteht Gleichheit zwischen

x' und X'',

\
1 X'eX e X'E=X A 7(xEx')
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Lemma 10.2

1 3

Werden die Hypothesen (M*) und (MY) vorausgesetzt und nimmt
man ferner an, daB > strikt konvex, vollstdndig und von oben
halbstetig auf der konvexen Menge X ist, so ist die Relation

Zauch transitiv, wenn o~ transitiv dist.

Beweis (indirekt):
Angenommen, es gidbe xl,xz,x3§X mit:

(1) xlfx2 A x%ex3 A 7(x{§x3).

Da aus 7(x12x3) auch x14=x3 und x

Konvexitat von % auf:
3

3..1

rx” folgt, flhrt die strikte

1 1]

(2) (Vtel0,10) [tx +(1-t)x" > x

Wegen (1) gilt auch x3>x1, so daB ein €>0 mit der Eigenschaft
(3) (anUF(xl)nX)[x3>x]
existiert. Da X konvex ist, folgt mit (3):

(3t%€10,110) [x3-t°x 34 (1-t%)x 1]

Dies flihrt zusammen mit (2) auf x3>xl, im Widerspruch zu (1).
Also ist auch % transitiv.

Anmerkung 10.1

Die strikte Konvexitdt von > ist der Hauptgrund dafiir, daB im
vorausgehenden Lemma die Indifferenzrelation "~ welche durch

Xy i@ 7(X¥y) A T(Yyex), VYx,yeX

definiert wird, transitiv ist.

McKenzies Pramissen fiihren wie dije Hypothesen der Theorie der

Revealed Preference zu den beiden zentralen Forderungen in der
Nachfragetheorie, der negativen Semidefinitheit und Symmetrie

der Slutsky-Hicks-Matrix. Um diese Eigenschaften zu beweisen,

ist es erforderlich, eine Funktion, die mit Ph, a nahe verwandt
ist, einzufiihren.
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Definition 10.1

Sei & eine Relation iber X, die die Bedingung (M%) erfiillt. c,
sei die Menge {z|zeX A zyy} flr yeX. Ferner erflille X die Be-
dingung (Ml).

Dann sei My:IRns{O}e IR eine Funktion mit der Funktionsgleichung

My(p) = min  pez.

C
ze y

Anmerkung 10.2

Da Cy kompakt ist, existiert stets ein ZeCy, welches p*z mini-

miert. Die Funktion My heiBt die "minimale Ausgabenfunktion".

Definition 10.2

Unter der Voraussetzung von (Ml) und (M5)' sei fY:IR" » X eine
Funktion mit fy(p) 1= f(p,My(p)), die in der Umgebung von (p,M),
in der (M5)' Gliltigkeit besitzt, definiert sein soll.

Die oben definierte Funktion heiBt auch "kompensierte Nachfrage-
funktion". Sie gibt beim Preisniveau p das Giiterbilindel an, wel-
ches zu y indifferent ist. Betrachten wir vergleichsweise in

der Theorie der Revealed Preference die Funktion f mit

f(pb) 1= h(pb,pb a(Ma)), so sehen wir unmittelbar, daf sie die
kompensierte Nacﬁfragefunktion in dieser Theorie darstellt.

Aus der Definition 10.2 ergibt sich auch die Aquivalenz:

y = h{p,M) e y = f'(p).

Wir beweisen nun zuerst die Symmetrie der Slutsky-Hicks-Matrix
(vgl. Takayama (1974, S.246).

Theorem 10.1

1 X

Sei h: S° - 2" eine differenzierbare Nachfragefunktion, die die
Bedingungen (MY)-(M%) und (M®)' erfuillt. Ferner sei Y diffe-
renzierbar und My zweimal stetig differenzierbar. Dann gilt an

der Stelle y=fY(p):
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7
aM_(p) 5FY(p) M (p)
(1) L = f(p) - . ,
api pj pi pj
y y
3f% (p) of % (p)
(ii) ! = J und
Bpj Bp_i

(iii) Die Slutsky-Hicks-Matrix ist symmetrisch.

Bewetzs:
Aus (M4) folgt unmittelbar

My(p) = p.\yb
denn angenommen, dies ware nicht der Fall, so mifte laut Defi-
nition My(p)<py gelten. Dann aber gibt es nach (M4) ein x'' mit
pex''<M A x'"-y. Infolgedessen gilt x''eh(p,M). Das ist aber
ein Widerspruch, da bereits y=h(p,M) zutrifft und h Funktion
ist. Daher folgt
(1) M(p) = pry = p-f¥(p) = peh(p,M).

Aufgrunddessen erhalten wir:

oM, () a(pefl(p)) oY (p)
(2) = = fi(p) + pr——
oP; P P
Wr }{fj!w o
pafY (p) _ 4
op 4

Deshalb betrachten wir in Cy ein z'=fy(p'), das hinreichend nahe
bei y Tliegt, damit (M5)' angewendet werden kann. Damit er-
halten wir py;pz' bzw. p-fy(p)gp-fy(p'). Diese Ungleichung gilt
fiir alle (p',z'), die hinreichend nahe bei (p,y) Tiegen, so daf
fiir festes p der Ausdruck pofy(p‘) bezliglich p' in p minimiert
wird.

t f{(P) bezeichnet die k-te Komponente von fy(p),
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Y
ATso muB p*égﬁ4£—l = 0 fir p'=p und j=1,...,n
J
gelten.
Deshalb folgt aus (2)

SMy(p)

= £
TR i (P)

Hieraus ergibt sich unmittelbar

2

of(p) M (p)

(3) 3 REPYA ’
pj p'i pj

womit (1) bewiesen ist.
Ist nun M, zweimal stetig differenzierbar, so folgt aus (3):

y
off (p) 3t (p)
(4) = >
apj 8p1

womit (ii) gezeigt ist.
Wir beweisen nun noch die Gleichung

Yy .
3P op J oM

Wie wir bereits am Anfang dieses Beweises nachgewiesen haben,
gilt fir y=h(p,M):

pey = M = M (p).
Infolgedessen erhalten wir mit (i)

3fY (p) 3hy (poMy (p)) By (p,M)  dh (p,M) oM (p)

(5) = = + .
. op . op . 3 ap .
BPJ DJ PJ M pJ
oh. (p,M) oh. (p,M)
o 4 J oM

Hieraus folgt mit (ii) und der Definition von Y sofort die
Symmetrie der Slutsky-Hicks-Matrix.
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574 (p)

BT werden nach Hicks auch Substitutionsterme
J

Die Ausdriicke

genannt, da durch diese das Giiterbiindel y' bestimmt wird, das
dem Handlungstrdger nach einer Preisdnderung den gleichen Nut-
zen wie y, welches er vor dieser Anderung erwerben konnte,

ofY (p)
bringt. Dabei §ibt —3%—-— die Anderung der Nachfrage nach dem
J
Gut i an, wenn der Preis von pj fallt oder steigt.

Um zu zeigen, daB die Slutsky-Hicks-Matrix negativ semidefinit
ist, beweisen wir zundchst, daB die Funktion My flir alle p>0
konkav ist (vgl. Takayama (1974, S.246)).

Lemma 10.4

Sei h: S1 - 2X eine Nachfragefunktion, die die Bedingungen
(})- (%) und (M%)* erfillt. Dann ist M, auf IR}, eine konkave
Funktion.

Beweis:

b b

0
e, und pt =t%%+(1-t%)p®, wobei t°¢[0,11. Defini-

tionsgemdB gilt My(pto)gptoz fir alle zeC . Da C, kompakt ist,

gibt es ein EeCy, welches den Term ptoz fur zeCy mini-

Seien pa,p

miert. Damit gilt:
My(pto)gptoz-e fir alle e>0.

Infolgedessen erhalten wir:

(ve>0) I, (p%°) 7 £%97Z+(1-t%)p 21
b)‘

Da EeCy, gilt auch paEgMy(pa) und pr;My(p Hieraus folgt:

(ve>0) TH, (pE%) 2 £%M, (p°)+(1-t)M, (p%)-e].

Dieses Ergebnis fihrt unmittelbar auf

b

(Vte[O,l])[My(pt) 2t (p°)+(1-t)M (p?)1.

Y

Theorem 10.2

1

Sei h: st » 2%

eine differenzierbare Nachfragefunktion, die die
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Bedingungen (Ml)—(M4) und (MS)' erfiil1t. Ferner sei fY stetig
differenzierbar und My auf IRE+ definiert. Dann ist die Slutsky-
Hicks-Matrix negativ semidefinit fir alle p>0.

Beweis:
Nach Theorem 10.1 (i) gilt
y 2
oI (p)  27M (p)

9Py Bpiapj

und nach Lemma 10.3 ist My konkav. Aus diesem Grunde ist die
Hesse-Matrix von M_ fir alle p>0 negativ semidefinit, womit

y
sich unmitteibar
afY (p)
2 e Pby £ O
Tsd J

ergibt. Hieraus kann aber mit Gleichung (5) von Theorem 10.1
(iii) sofort auf die negative Semidefinitheit der Slutsky-
Hicks-Matrix geschlossen werden.

Die obigen Beweise wurden in Anlehnung an McKenzie bzw. Taka-
yama geflihrt. Die Symmetrie und negative Semidefinitheit der
STutsky-Hicks-Matrix ergibt sich jedoch auch in dem Modell von
McKenzie als Folgerung aus dem Satz von Kihistrom, Mas-Colell
und Sonnenschein (vgl. Theorem 9.16). Um dies zu zeigen, be-
weisen wir den folgenden Satz:

Theorem 10.3

Sei h:IR2:1+IR2 eine stetig differenzierbare Nachfragefunktion,

die die Bedingungen (Ml)—(M4) und (M5)' erfiil1t. Dann gilt:
(1) h erfiillt die Budgetgleichung.

(ii) h ist homogen vom Grade O.

(i11) h erflillt das Starke Axiom: xR*y = 7(yR*x)

Bewetis:
Zu (i): Fur z=h(p,M) gilt aufgrund von (MS) pzsM.
Nehmen wir pz<M an, so gibt es nach (M4) ein x'eX derart, dab
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x'%x und px'<M. Das aber ist ein Widerspruch zu unserer Voraus-
setzung, dap h rational beziiglich der Relation = ist. Also gilt
pz=M.

Zu (ii): Sei z=h(p,M). Da h rational beziiglich ! ist, gilt:
(1) z=h(p,M) & (VWyeX) [pysM = zzy L.
Aber da fiir teIR++
pysM e tpygtM
gilt, impliziert dieses Ergebnis zusammen mit (1) und(M3)
(VteIR++)[z=h(tp,tM)].

Zu (iii): Sei xR*y erfiillt. Aus der Annahme, yR*x gelte eben-
falls, folgt

1 K

yRXx v (axl,...,xk)[ny Ao A X R T

1. Fall: yRx. Hieraus folgt definitionsgemdB
y#x A (3(p,M)Ly=h(p,M) A pyzpx]

GemiB (M%) ergibt sich

(2) yrx

Von xR*y fiihrt aber (M3) und die vorausgesetzte Transitivitdt
von » zu xyy. Dies aber ist ein Widerspruch zu (2).

2. Fall: Aus nyl Ave A kax'f01gt wie im ersten Fall

(3) y>x1 Av e o A xk>x.

Da aber die Relation ¥ transitiv und vollstdndig ist,flihrt das
Resultat in (3) zu y*x. Aus xR*y folgt jedoch x%y, so daB wir
einen Widerspruch erhalten. Damit ist das Starke Axiom erfulit.

An Theorem 10.3 schlieBt sich sofort aufgrund von Theorem 9.16
folgendes Ergebnis an:

Korollar 10.1

Unter den Annahmen von Theorem 10.3 ist die Slutsky-Hicks-Matrix

der Funktion h fir alle (p,M)eR"T?

symmetrisch.

negativ semidefinit und
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Anmerkung 10.3

Wir haben in Theorem 10.3 zwar nicht auf die Funktionen £Y und

My zuriickgegriffen, aber da aufgrund der Voraussetzungen dieses
Satzes fir y=h(p,M) auch y=fy(p) und py=M=My(p) gilt, konnen .

wir im obigen Beweis auch fy(p) und My(p) verwenden. Werden
auBerdem die notwendigen Differenzierbarkeitsbedingungen gefor-
dert, so gelangen wir auch zu der Gleichung (5) von Theorem 10.1.

10.2 Die Integrabilitdtstheorie von Samuelson, Hurwicz und Uzawa

Wie die vorangegangenen Ergebnisse uns gezeigt haben, kann so-
wohl in dem Nachfragemodell von McKenzie als auch in der Theorie
der Revealed Preference die Symmetrie und die negative Semide-
finitheit der Slutsky-Hicks-Matrix aus den Hypothesen dieser
Modelle abgeleitet werden. Das gleiche gilt auch, wenn eine
Nutzenfunktion unter der Nebenbedingung, dap die Budgetglei-
chung erfiillt ist, maximiert wird (vgl. Hicks (1939) oder Samu-
elson (1947)). Samuelson gibt 1in seinem Buch "Foundation of
Economic Analysis" als erster auch eine Antwont auf die umge-
kehrte Frage:

Kann von der Symmetrie und negativen Semidefinitheit der Slutsky-
Hicks-Matrix einer Nachfragefunktion h auf die Existenz eines
integrierbaren Praferenzfeldes geschlossen werden?

In seinem Artikel "The Problem of Integrability in Utility
Theory", der 1950 erschienen ist, erldutert Samuelson diese
Frage genauer. Dort versteht man unter Integrierbarkeit die
Existenz eines Systems von Indifferenzlinien auf der Menge der
Alternativen X, bzw. eine Zerlegung von X in ein System von In-
differenzklassen, welche durch das Nachfrageverhalten des
Marktteilnehmers . erzeugt werden . Diese Grundidee der Integrabi-
lititstheorie veranschaulichen auch die beiden folgenden Ab-
bildungen:



Abb. 3 164A | Abb. 4

X

In Abbildung 3 wird beispielsweise in dem Punkte x? das Preis-
verhdltnis (- p?/pg) bestimmt, in dem ein rational handelnder
Marktteilnehmer das Glterbiindel x® wahlt. In x® wird dann ein
Linienelement mit der Steigung dxz/dx1= —p?/p% eingetragen.
Entsprechend wird in den beiden anderen Situationen, in denen
das Individuum beobachtet wird, verfahren. Wir gelangen auf
diese Weise zu einem Richtungsfeld, wie wir es aus der Theorie
der Differentialgleichungen kennen. Es stellt sich nun die Fra-
ge, ob es zu diesem Richtungsfeld auch ein System von Integral-
kurven wie in Abbildung 4 gibt, welches mit den Indifferenz-
kurven des Marktteilnehmers Ulbereinstimmt. Hurwicz hat darauf
hingewiesen, daB mathematische Integrierbarkeit nicht gleich-
zeitig Ookonomische Integrierbarkeit bedeutet, denn Tetzteres
bedeutet, daB die Losungskurven des obigen Problems auch gleich-
zeitig Indifferenzkurven sind. Dies ist jedoch gewdhrleistet,
wenn die Slutsky-Hicks-Matrix einer gegebenen Nachfragefunktion
negativ-semidefinit ist (vgl. Hurwicz (1971, S.177)).

Die von Samuelson vorgeschlagene Methode zur LOsung des oben
beschriebenen Integrierbarkeitsproblems wurde von Hurwicz und
Uzawa (1971) Ubernommen, weitergeflihrt und von allen Unklarhei-
ten und Liicken bereinigt. Dadurch steht uns ein weiteres ratio-
nales Nachfragemodell zu Verfiigung, in welchem ebenfalls die
Existenz einer Nutzenfunktion und die Glltigkeit des Starken
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Axioms garantiert wird.

Dieses Nachfragemodell von Samuelson, Hurwicz und Uzawa wollen
wir nun untersuchen und den bereits vorhandenen Resultaten wei-
tere hinzufiigen.

Hurwicz und Uzawa gehen von folgenden Hypothesen aus:
n n : . .
(S1): h: IR, xIR, ~+IR_, x=(h1(p,M),...,hn(p,M))=h(p,M)?1st eine
Nachfragefunktion, die das Verhalten eines Individuums be-

schreibt.

. | n 1
(S2): (v(p,M)eRY, xTR.)[p-h(p,M)=M1,

. s A . .mh n
(S3): Die Funktionen hi.IrriJr,+ xR, ~IR
Differential auf IR++ xIR+ 1)_

i=1,...,n, besitzen ein

(S4): Fur alle a',a''elR,, mit O<a’'<a'' gibt es ein K . .. mit:

++

. 2 1 (] ah-i, ’M
(V1=<n)(V(p,M)eIR2+ xIR+)(VJ§n)[a P ;52 = |““"é%_—l| gKa.’a.ﬁ

(S5): Symmetrie der Slutsky-Hicks-Matrix, d.h.

S(p,M) = S'(p,M)
(S6): Negative Semidefinitheit

(vve R™) (V(p,M)e R, xR )Iv'S(p,M)v ¢ OI.

Auf der Grundlage dieser Axiome stellt sich nun die Frage nach
der Existenz einer Nutzenfunktion, die die gegebene Nachfrage-
funktion generiert. Hurwicz und Uzawa. 10sen dieses Problem
zunsichst rein formal, indem sie zeigen, daB unter den Bedingun-
gen (S1),(S3),(S4) und (S5) eine LOsung p(p;p*,M*) des partiel-
Ten Differentialgleichungssystems

9%%§El = ho(pafit) L ign,
fiir jede Anfangsbedingung (p*,M*) existiert. Es erweist sich
anschlieBend, daB pu stets das Einkommen angibt, das erforderlich
ist, um den Nutzen des Konsumenten konstant zu halten, wenn sich
die Preise aller oder einzelner Giiter verdndern. Die Funktion
u{psp*,M*) heiBt "Einkommens-Kompensierungsfunktion", da durch
eine Einkommensvariation eine Preisanderung kompensiert wird;
und sie ist vergleichbar mit der Funktion My(p) aus der Defi-
nition 10.1.

1) Die Definition des Differentials finden wir bei Hurwicz und
Uzawa (1971, S.117).
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Es gilt daher das folgende Lemma, auf dessen Beweis wir hier
verzichten (vgl. Hurwicz und Uzawa (1971, S.124ﬂ:

Lemma 10.8"

Sei h:IRE+ xIR+ +IR2 eine Nachfragefunktion, die die Bedingungen

(S1),(S3),(S4) und (S5) erfiillt. Dann ist das partielle Diffe-
rentialgleichungssystem

Sﬁ'gp) - ~
3P i
bzw.
M (p) . ~
p

eindeutig flir jede Anfangsbedingung (p*,M*) durch die stetige
Funktion u(p;p*,M*) flr alle p>0 165ba$ und es gilt

(1) wu(p*;p*,M*) = M*
(2) i (psp™M*) = ho(p,u(psp™,MY)).

Hierbei wird die Bedeutung von ui(p;p*,M*) festgelegt durch:

1l

(psp* 1) Bu(psp™,M*)
Wi (PsP =
1 api
, .. Xk , * *
AuRerdem ist fir festes p u(p;p -M ) stetig bzgl. (p» M),

Mittels der Einkommens-Kompensationsfunktion kdnnen auch zwei
Preiseinkommen-Situationen (p',M') und (p'',M'') miteinander
verglichen werden, indem dQB p* festgehalten und jeweils
p(p*sp'sM') und u(p*;p'',M'") bestimmt wird. Gilt beispielsweise
p(p*;p',M')>u(p*;p",M"), so hat die Ungleichung zum Inhalt,
da beim Preisniveau p* das Einkommen, bei dem sich der Konsu-
ment ein Glterbilindel leisten kann, das ihm den gleichen Nutzen
bringt wie h(p',M'), groBer sein muB als das Einkommen, das
erforderlich ist, um ein Gliterbiindel zu erwerben, welches ihm
den gleichen Nutzen wie h(p'',M'') bereitet. Die Wahlsituation
(p'>M') gilt dann als besser als (p'',M''). Hurwicz und Uzawa
konnten = zeigen, daB die Einschdtzung der Preis-Einkommens-
Situation von seiten des Konsumenten unabhdngig von der fest
gewdhlten Preissituation p* ist (vgl. S.125). Es 1dBt sich
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namlich die folgende Aussage beweisen:

Lemma 10.6

Unter Voraussetzung der Axiome (S1),(S3),(S4) und (S5) gilt:
(a)  u(p*sp'sM') = u(p*spttuMtt) = u(psptL,MY) = wpspt LMY,
(b) w(p¥sp' M) > u(p¥sptuMt ) = u(psptLMt) > u(pspttLMT ).

Aus dem nichsten Lemma geht hervor, daB die Funktion u in glei-
cher Weise interpretiert werden kann wie die Funktion My.

Lemma 10.7

Erfiil1t eine Aussagenfunktion h die Bedingungen (S1)-(S6), so
gilt fir beliebige Preis-Einkommen-Situationen (pO,M0

(p.mly:

) und

1 1 1) A Mlgu(plgpo,Mo) - p0x1>p0x°.

Den Beweis zu diesem Lemma finden wir bei Hurwicz und Uzawa
(S. 126-128).

Bemerkenswert ist, daR das Starke Axiom und ddmit auch das
Schwache Axiom in diesem Modell aus den Hypothesen abgeleitet
werden konnen. Hieraus folgt dann mit einem d&hnlichen Beweis
wie zu Theorem 9.1 (f), daB h rational beziiglich R* ist.

Lemma 10.8

Sei h eine Nachfragefunktion, diedeh Bedingungen (S1)-(S6)
genligt . Dann erfiillt h das Starke Axiom

XR*y = 7(yR*x).

Beweils:

b b

=h(p ,Mb) mit den Eigen-

Vorgegeben seien xa=h(pa,Ma) und Xx
schaften xa4=xb und xaR*xb.

1. Fall: x%RrxP.
a b

Hieraus folgt definitionsgemdf paxa;p X~ , so daB wir mit Hilfe
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von Lemma 10.5 und 10.7

b b, b ub b

M™ = u(p sp >M") < u(p ;pa’Ma)

erhalten. Aufgrund von Lemma 10.5 gilt aber auch

w(p®pP,MP) < w(p®5p? M) = M2,

Hieraus folgt mit Lemma 10.6 pbxa>pbxb, d.h. per definitionem
b,.a

(X Rx7) .

2. Fall: (Hxl,...,xk)[xaRx

Hieraus folgt

paxa > paxl AL A pkxk > pkxb,

1 b1

ALLUA kax

so daB wir mit Lemma 10.5 bzw. 10.7
1 1. 1 .1
) Lipd,mdy

3p .M
2 2.1 41

2;pz,Mz) 3P LMT)

M
M

< u(p
< u(p

= u(p
= u(p

M = w(pbpP, b b, k

;PP M%) < u(p®sp,mk)
erhalten. Mit Lemma 10.6 folgt hieraus
R ERICRE L

h

u(pa;p;,M2 X
n(p%spoiMe) < u(piptLm

b ,.a. b .b

MP= u(psp°,MP) < p(p?;pk

,mky
und damit

w(p®spP, MRy < u(p?;pd,M?) =m?

Dieses Ergebnis fiihrt mit Lemma 10.7 auf pbxa>pbxb und schlieB-
lich auf 7(xbRxa). Damit haben wir zundchst das Ergebnis
(1) x¥r*" = 7(xPrx?)

b k

R*x® an, so folgt mit @ R*x" und der

Transitivitdt von R* die Beziehung xbR*xk, so daB 7(kaxb) gilt.
kp,b

Rx”. Damit ist die Annahme zu

erhalten. Nehmen wir nun X

Das aber ist ein Widerspruch zu x
verwerfen.
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Korollar 10.2

Unter den Voraussetzungen von Lemma 10.8 ist h rational beziig-
lTich der Relation R*.

Der Beweis dieser Behauptung folgt mit Lemma 10.8 auf gleiche
Weise wie zu Theorem 9.1 (f).

Der folgende Satz besagt, daB filir jedes Giiterbiindel x der Wert
von U unabhdngig davon ist, in welcher Preissituation x gewdhlt
wird.

Lemma 10.9

Wird (S1)-(S6) vorausgesetzt, so gilt:

1 1)

M Lowhyl

h(p°,M%) = h(p = (vpe IRY ) Lu(p3p®,M%) = u(p;p",M

Zum Beweis vgl. Hurwicz und Uzawa (1971. S.129).

Unter Verwendung dieser Funktion u gelang es Hurwicz und Uzawa,
eine Funktion zu finden, die sich als eine Nutzenfunktion , die
h generiert, erweist.

Definition 10.3
Sei h:IR?_+ xIRE eine Nachfragefunktion. Dann gelte fiir alle
peIR2+

Up*(x) i= u(p*;p,M), wobei x=h(p,M).

Anmerkung 10.4

Lemma 10.9 impliziert unmittelbar, daB flir alle x aus dem
Wertebereich von h der Funktionswert U
ist.

p*(x) eindeutig bestimmt

Die Erklarung der Funktion Up* 1dBt nicht unmittelbar erkennen,
daR Up* die gegebene Nachfragefunktion generiert. Hurwicz und
Uzawa gewannen jedoch das Ergebnis, daB dies zutrifft (vgl. S.131).
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Theorem 10.4

Sei h eine Nachfragefunktion, die die Bedingungen (S1)-(S6)
erfiillt. Ferner bezeichne D(h) den Wertebereich von h. Dann
wird h von der Funktion Up* generiert, d.h.

(VyeD(h))LpysM A y*h(p,M) = Up*(h(p,M))>Up*(y)1-

Als direkte Konsequenz aus Lemma 10.6 1aBt sich die folgende

Aussage gewinnen:

Theorem 10.5
Unter Voraussetzung der Hypothesen von Theorem 10.4 gilt:
(Vx;xieD(h))[Upo(x)>Upo(x') e Up*(x)>Up*(x')],

d.h. also, die Funktionen Upo und Up* induzieren auf D(h) die
gleiche Ordnung.

Veranschaulichen wir uns die Bedeutung von Up durch die folgen=
de graphische Darstellung!

Abb. 5

X2+ x=h(p*,M)

x:h(ﬁ,M)

x=h(pZ,M)
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1 2

Um herauszufinden, welches der beiden Giterblindel x° und Xx“ in
Abbildung 5 von dem Marktteiinehmer hGher bewertet wird, sucht
man zu jedem das indifferente Giiterblindel auf der Engelkurve
tx|xe IR" A x=h(p*,M), VMz0}. Gilt w(p*splomly < p(prspl.M?)
bzw. Up*(h(pl,Ml)) < Up*(h(pZ,Mz)), so besagt dies, daB in der
Preissituation p* zum Erwerb eines zu xz—h(p2 MZ) dquivalenten
Gliterblindels le ein hoheres Einkommen erforderlich ist als
zum Kauf eines zu x1 dquivalenten Gliterblindels xll, und zwar
gilt das unabhdngig von dem gewdhlten p*.

10.3 Stetigkeit der Funktion Up*
Wie in der Theorie der Revealed Preference stellt sich auch in
dem oben beschriebenen Nachfragemodell das Problem, ob die Funk-
tion Up* stetig ist. Diese Frage haben Hurwicz und Uzawa teil-
weise beantwortet, indem sie zeigten, wie aus den Bedingungen
(S1)- (S6) Halbstetigkeit.von oben der Funktion Up* folgt. Sie ol
konnten ferner einige zusdtzliche Bedingungen angeben, unter
denen sich Stetigkeit ergibt (vgl. Hurwicz und Uzawa, S. 133-
134).Es ist jedech bisher night bekannt,ob die Voraussetzungen
{S1) - (56) auch hinreichend Tur d1efSLeL1gge1t von UP* §ind.Ist
dies nicht der Fall, so werden wir jetzt den Grund dafir kennen-
Jernen und fihren desha]bfzunachst folgende Definition ein:
Definition 10.4

Sei xb Randpunkt einer konvexen Menge SgIRh. Dann heiBt xb ein

"unterer Randpunkt von S" genau dann, wenn:
(vxeS)[xgxb = x=xP1,

Es wird sich zeigen, dal nur dann Unstetigkeitsstellen von Up*

aufireten kénnen, wenn fir irgendein ox0 Randpunkte von {X!Up*(x)

>a} auftreten, die nicht untere Randpunkte sind.Aus diesem Grunde

werden wir nun das von Up* auf dem Wertebereich D(h) erzeugte

Priferenzfeld untersuchen und betrachten deshalb die Relation

v.e, die festgelegt wird durch die

e
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Definition 10.5
Seien X,yeD(h), dem Wertebereich von h. Dann gelte:

Xpoy 1® Up*(x)>Up*(y)
X~y 18 7(xsy) A T(yr-Xx)
X¥Py 1® X¥yy V X~y

Aufgrund unserer Bemerkung Ulber die Stetigkeit von Up* und
Theorem 10.5 erhalten wir sofort folgendes Ergebnis:

Lemma 10.10

Unter Voraussetzung von (S1)-(S6) ist die Relation > von oben

halbstetig, transitiv, vollstdndig und unabhdngig von der in
der Definition 10.5 gewdhlten Preissituation p*.

Wie im ndchsten Satz gezeigt wird, fliihren die Bedingungen (S1)-
(S6) zu dem gewiinschten Ergebnis, daB die von der Relation r-
erzeugten Indifferenzlinien strikt konvex zum Ursprung sind.

Definition 10.6

Eine Relation Q=axn heift "strikt konvex zum Ursprung" genau
dann, wenn:

(Vxl,ngQ [lex2 A x1¢x2=(3pGRn [px1>px2]].
ot

Theorem 10.6

Wird (S1)-(S6) vorausgesetzt, so ist die Relation » - strikt

[

konvex zum Ursprung.

Beweis:

Flir x1~x2 und x14=x2 wurde der Beweis schon von Hurwicz und Uzawa

erbracht (vgl. S.131).
Sei nun x1>~v~x2 bzw. Up*(x1)>Up*(x2

2,M2),

). Hieraus folgt:
1
w(p*sptomhy > w(p*sp

was mit Lemma 10.5 und Lemma 10.6 auf
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o= u(ptsptinty u(ptsp?,m)
schlieBen 14Bt. Mit Lemma 10.7 gewinnen wir hieraus das Ergebnis

p2x1 N p2x2’

womit der Satz bewiesen ist.
Es gilt ferner die Aussage:

Lemma 10.11

Wird (S1)-(S6) vorausgesetzt, so ist die Relation - streng
monoton wachsend.

Beweis:
Sei x'>x2, wobei xi=h(p,Ml) und xZ=h(p
mit (S2)

YIRS 5 R

2 1

,MZ). Da p >0, folgt

(x})>U 4 (x?)

Diese Ungleichung flihrt mit Theorem 10.4 auf U D

1 p*
und damit auf x >x2.

Um Komplikationen am Rande des Wertebereichs zu vermeiden, wol-
Ten wir von nun an D(h)=IR2+ voraussetzen und missen deshalb

die Bedingungen (S1)-(S6) entsprechend geringfiigig modifizieren,
indem wir M=0 ausschlieBen.

Definieren wir die Menge R(x) durch:

. . n

R(x) := {y|lye R, A yx-x}
n
++°
ist. Dies ist der Inhalt des folgenden Satzes.

fir xe IR so 1Bt sich zeigen, daB R(x) eine konvexe Menge

Theorem 10.7

Erfiil1t h die Bedingungen (S1)-(S6), so ist R(x) fiir alle
erRE+ konvex.

Beweils:

Es ist zu zeigen:
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Y.zeR(x) A z#y = vz+(l-v)yeR(x), falls vel0,1[.

Da die Relation >- vollstdndig ist, konnen wir o.B.d.A. y»z
annehmen. Verstehen wir unter xY ein Glterblindel, das durch die
Gleichung

xY = (l-y)y+yz, Vyel0,1I
bestimmt ist, so gibt es eine Preis-Einkommen-Situation (pY,MY)

mit x¥=h(pY,MY) und
(1) xYpY = (1-y)yp +yzp".
Hieraus folgt aber
pYxY > pYyyv pYxY > pY¥z.
Denn angenommen, dies widre nicht der Fall, so erhielten wir die
Ungleichung pYxY < (1-y)pr+szY, im: Widerspruch zu (1). Wir
unterscheiden nun zwei Falle:
1. Fall: pYxY > pYy.
Hieraus folgt mit Theorem 10.4
U (xY) > U

D px(Y) s
so daB dieses Ergebnis zusammen mit Up*(y) 2
Up*(xy) > Up*(x) fihrt. Damit gilt auch xY:.x.
2. Fall: p¥xY » pY¥z.
Da xY+z, folgt mit Theorem 10.4

(2) Ups (X¥) > Upy(z).

Da ferner Up*(z) > Up*(x) gilt, erhalten wir mit (2)

Up*(x) sofort auf

Up*(xY) > Up*(x), womit sich xY» x ergibt.

Priferenzrelationen, die von oben halbstetig, vollstdndig,
transitiv und zum Ursprung strikt konvex sind, kdnnen ein Pra-
ferenzfeld, zu dem die folgende graphische Darstellung gehort,
besitzen.
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A u=20

Abb. 6

Es ist jedoch bisher nicht bekannt, ob‘ die Bedingungen (S1)-
(S6) eine Priferenzrelation, die durch Abb. 7 graphisch darge-
stellt wird, zulassen. Hier tritt der Fall auf, dap flr ein
Xa€IR2+ Randpunkte von R(xa), die keine unteren Randpunkte
sind, existieren. Unsere Untersuchungen werden schlieBlich zei-
gen, daB die in Definition 10.5 definierte Relation »-keinen
Graphen wie in Abb. 6 besitzen kann, wenn wir (S1)-(S6) voraus-
setzen. Jedoch ist ein Graph,wie er in Abb. 7 dargestellt
wird, vielleicht moaglich, Abb. 7
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Der folgende Satz flUhrt bereits darauf ; dap die Existenz
einer Stiitzhyperebene {XlXEIRn A gx=M A qsIRZ A q#0} an R(x?)
notwendig ist’, fa11s<Up* an einer Stelle unstgtig ist.

Theorem 10.8

Wird (S1)-(S6) vorausgesetzt und ist Up* an der Stelle xbeIR2+

unstetig, so ist xb Randpunkt einer Menge RKxa), und es gilt
ferner:
(a) Es gibt eine Folge <yk>, yk=h(p

v ER(x®), Tim y® =xP, 1im pX =p® >0 und Tim M* =M >0,

koo k—co k->co
aber p°y0.
(b) H°={x|p°x=M°} ist Stlitzhyperebene in xb an R(x%).

k

\
Beweils:

Da die Relation »- von oben halbstetig ist, gilt

—

(1) (vye R )IR(y)=R(y)].

Sei nun Up* an der Stelle xb unstetig. Da U 4 von oben halbstetig

ist, gibt es eine Folge <xk> mit Tim xk =xb dR2+ und
k->oo
(2) Up*(xk) <o, vkelN, und Up*(xb) -5 > a.

b auf-

Betrachten wir irgendein xaeIR2+‘mit Up*(xa)=&, so ist x
grund der Definition von }- Randpunkt von W(xa). Da h homogen
vom Grade 0 ist (vgl. Hurwicz und Uzawa (1971, S.134)), kOnnen
wir die p*>0 so wihlen, dap |Ip¥|l = I pPIl.

ko> von <pk> mit 1im  pXy =p°. Da Hpkvn>0$fo1gt

00

Daher gibt es eine
Teilfolge <p

a 0 : 0 v
uch || p” ||>0 und damit p~>0. Von

Tim h(pkv,mkvy c1im phv

00 kv+w K. oo

b

A

konnen wir auf x pO = M° > 0 schlieBen.

\ . . . .
1 Zum Beweis wird eine Methode von Hurwicz und Uzawa verwandt

(1971, S. 133-134).

,Mk), mit den Eigenschaften:
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Es ist nun noch zu zeigen, daB pq#o. Ware nun p0>0, so wirde
sich mit der Stetigkeit von h, die aus (S4) folgt,
(3)  x® = vim n(p M%) = h(p%,p%%P) = n(p®,m°)

Ve

“V)so folgt Taut Definition u(p*;pkv,mkv)<a,

Da aber u beziliglich (p,M) stetig ist (vgl. Hurwicz und Uzawa
(1971, S.124)), folgt

ergeben. Aus Up*(x

Tim u(p*;ka,Mkv) = u(p*;posMo) 5 o

p Vp®
so daB aufgrund von (3)

b

gilt. Das aber ist ein Widerspruch zu (2). Es gilt also p°#0.
Beweis zu (b): Wir zeigen zundchst, daB die Hyperebenen
HkV={x|ka=MkV} die Menge R(x?) njicht schneiden.

Annahme: Es gibt ein K, so dap HKy R(x?) schneidet.

Dann gibt es ein X mit p Ve <MKV ynd xeR(x2). Mit Theorem 10.4
konnen wir dann auf XEK$&*sch1iﬁBen. Da x V¢RKxa), folgt mit

KV, so daB wir schlieBlich xv%

der Vollstdandigkeit vong: x . x
und damit Q&Rlxa) erhalten. Dies aber widerspricht dem zuvor
gewonnenen Ergebnis.
Da nun ka+p° und MkV+MO erfiillt ist, konvergieren die Hyper-
ebenen MKV gegen H%={x |p°x=M"1}. Da die HKY die Menge R(x?)
nicht schneiden, mup dies auch fiir H° gelten. RKxa) ist eine
konvexe Menge und xb erfillt die Gleichung p0x=Mo, auBerdem
ist xb Randpunkt von RKxa). Infolgedessen ist H° Stiitzhyper-
ebene an R(x%) in x>,

Korollar 10.3

Ist UE* unstetig an der Stelle xb, so gibt es ein Xa€1R2+ und
eIR_T+ derart, dap x® Randpunkt von R{x%), aber kein un-
terer Randpunkt von R(x?) ist.

ein x

Beweils:

Da gemaB dem Beweis von Theorem 10.8 die Hyperebene
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b

H°={x|p0x=MO A p°+0} Stutzhyperebene in x~ an R(xa) ist, kOnnen

wir z.B., den Punkt x¢ so bestimmen, daB

c _ b .. 0
und
c b . . 0
Xi > Xj o Vi mit P; = 0.

Dann erfillt x¢ die Gleichung pox=M0 und x© ist Randpunkt aber
kein unterer Randpunkt von R(x?).

Die Ergebnisse von Theorem 10.8 legen uns nahe, die Bedingung
D VI, die uns von der Theorie der Revealed Preference her be-
kannt ist, zu den Hypothesen (S1)-(S6) hinzuzufiligen, um die
Stetigkeit von Up* zu gewinnen., Unser Theorem 10.8 flihrt dann
sofort zu dem folgenden zentralen Satz.

Theorem 10.9

Eine Nachfragefunktion geniige den Bostulaten (S1) - (S6) uhd
erfille die  Bedingung,:

(S7): Fur jede Folge <(pV,MV)> mit (pV,Mv)eIRzil, die die Bedin-
gungen 1im p¥ = p® > 0 und 1im h(pV,MV) = X > Oerfillt,
\) -0 >0 .
gilt po >0

Dann ist die Funktion Up*stetig.

Der Beweis dieser Behauptung wird indirekt gefiihrt. Wir nehmen
an, Up* wire stetig und erhalten mit Theorem 10.8 sogleich ei-:
nen Widerspruch zu (S7).

Auf der Grundlage der vorausgegangenen Uberlegungen wird deut-
lich, daB durch die Zufiigung des Postulates (S7) die Menge
RYxa) nur Randpunkte besitzt, die auch untere Randpunkte sind.
Aus dem Beweis von Theorem 10.8 ist Teicht zu entnehmen, daB
er in dhnlicher Weise auch in der Theorie der Revealed Prefe-
rence gefiihrt werden kann. Deshalb verhindert dort die dem
Pastulat (S7) entsprechende Prdmisse D VI, daB Randpunkte der
Menge {x|u(x)>a} auftreten, die keine unteren Randpunkte sind.
Aber es gibt noch eine weitere Gemeinsamkeit! ‘
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der Theorie der Revealed Preference nachgewiesen, daB unter den
Voraussetzungen DI-DV eine geringfiigige Modifikation von D VI
notwendig und hinreichend flir die Existenz einer stetigen Nut-
zenfunktion, die h generiert, ist, so gilt das gleiche auch
unter der Voraussetzung von (S1)-(S6) fiir (S7).

Theorem 10.10

Sei h:IR2+ xR . +IR2+ eine Nachfragefunktion, die (S1)-(S6)
erfiil1t und den Wertebereich D(h)=IR], besitzt. Dann ist die
Funktion Up* nur stetig, wenn sie die Bedingung

(S7)': Fur alle xaeIR_r:+ und fiir jede beliebige Folge
o <(pVLMY)> din IREil mit den Eigenschaften:
h(pV,MV)R(x%), Tim h(pY,MY)=x®eR(x®) und Tim p’ =p°:0
gilt po>0, Ve Ve
erfullt.

Beweis: v
Unter Beriicksichtigung von Theorem 10.9 genligt es, die Stetig-
keit von Up* vorauszusetzen und (S7)' zu zeigen.
Wir flihren den Beweis indirekt und nehmen an, daB fir irgendein
Xa€1R2+ eine Folge <xV>mit xv=h(pv,Mv) existiert, so daB
xVER(x2), Tim x¥ =xCeR(x®) und 1im pV =p°>0, jedoch p°40. Unter
Verwendung von (S2) ergibt sich:
x€ep® = Tim xVTim p¥ = T1im MY = M° > 0.

V>0 Vo Vo
Betrachten wir den Beweis zu Theorem 1 (b), so kdnnen wir
schliefen, daR HO={X|X€IRn A p°x=M°} Stitzhyperebene an RKxa)
in x¢ ist. Infolgedessen gibt es ein xZeRKxa) mit der Eigen=
schaft ngxc und prO=M°. Damit ist xZ Randpunkt von RKxa),
und es gilt ferner

(1) Upa(x®) > Upa(x€) 2 U a(x?).

Da Up* stetig ist, gibt es ein >0 und ein ;EUg(XZ) derart, daB

xZ>X und Up*(f)>Up*(xC). Infolgedessen erhalten wir mit (1)

(2) up*(i) > Up*(xa).
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Da jedoch x% ein Randpunkt von R(x%) ist, gilt X¢R(x%). Dieses
Ergebnis fiihrt aber zu Up*(i)<Up*(xa), was im Widerspruch zur
Zeile (2) steht. Damit ist die Annahme zu verwerfen.

Anmerkung 10.5

Es sei darauf hingewiesen, daB wir in Theorem 10.8 die Bedin-
gung (S7) anstelle von (S7)' nur aus mathematisch-stilistischen
Grinden verwenden, weil wir in den Voraussetzungen nicht bereits
von der Funktion Up* sprechen wollen, deren Existenz erst aus
den anderen Pramissen gefolgert werden kann.

AbschlieBend kommen wir noch zu einem Satz, in welchem Bedin-
gungen, unter denen man von einer halbstetigen zu einer steti-
gen Nutzenfunktion gelangt, genannt werden. Dieser Satz findet
sowohl in der Theorie der Revealed Preference (vgl. Fuchs-Seli-
ger (1980a, S. 89-96)) als auch in dem Modell von Hurwicz und
Uzawa Verwendung. Er steht in einer engen Beziehung zu einem
Lemma von Sonnenschein (1971b, S.77), setzt aber nicht wie
dieses die Invertierbarkeit von h voraus.

Lemmag 1012

Sei h:IRE+ x IR, »IRQ eine Nachfragefunktion mit dem Wertebe-

reich T, die stetig und homogen vom Grade Null ist. Es gelte

ferner:

(a) (vp>0)(wMz0)[peh(p,m)=pd |

(b) h werde von einer Nutzenfunktion u generiert ,

(c) Ro(z) = {y |lyeT & u(y)zu(z)} ist fir alle zeT abgeschlossen
in T.

(d) (vx,yeT) Ix=h(p*MX) A u(x)>u(y) = (36>0)Lu(h(p*,M*8))>u(y) 11.

(e) Zu jedem yeR®(z)NT~RO(z) gibt es ein p' derart, daB
p'y = min p'y und y=h(p',min p'y )
ngOFz) yeR®(z)
1

Dann ist die Menge R “(x) := {yl|yeT A u(y)su(x)} abgeschlossen

in T,
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Beweis:

Sei xeT und P(X) := T\R'l(i). Es geniligt zu beweisen, daB die
Gleichung P(X) = int R°(X) gilt. Dabei wird mit int RO(X) das
Innere von R%(X) beziiglich T bezeichnet. »
Um zu zeigen, daB int RO(X) < P(X), betrachten wir ein yéﬁo(i)
mit y=h(py,My). Dann gibt es ein ¢>0 mit der Eigenschaft

(1) (VXEUS(Y))[U(X) > u(x)l.

Da h stetig bezliglich M ist, gibt es ein M'<MY, so daB
y'=h(py,M')eU€(y). Aufgrund der Voraussetzung (b) gilt dann
u(y)>u(y'). Dies flihrt mit (1) zusammen auf u(y)>u(x). Infolge-
dessen gilt yeP(X).

Den Beweis fir "P(X) < int R%(X)" fihren wir indirekt und neh-
men deshalb an:

(3yeP(X)JI¥eR®(X)NT~RO(X) 1.

Damit ist ¥y ein Randpunkt von RO(E). Mit Voraussetzung (e)
schlieBen wir nun auf

(3p)[py = min . _  p-ya y=h(p,min__ py)
yeR™(x) yeR”(x)
Mit (a) erhalten wir ferner die Gleichung
Py = minO _ Py
yeR™(x)

Infolgedessen gilt:

(¥6>0) [h(p.py-8)) ¢ R%(X) 1,
Hieraus ergibt sich:
(2) (v6>0)Lu(h(p,py-6)) <« u(X)1.

Da aber ye ?(Xx), gibt es ein §>0, so daB u(h(p,py-8)) > u(X).
Das ist jedoch ein Widerspruch zu (2), womit die Annahme zu

verwerfen ist.
€ € t q.e.d.

Wir werden nun den Nachweis daflir erbringen, daB unter den
Bedingungen (S1)-(S6) auch die Voraussetzungen von Lemma 10.10
erflillt sind, wenn wir eine superiore Nachfragefunktion mit dem
Wertebereich IRQ+ betrachten.
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Theorem 10,11

Unter den Bedingungen (S1)-(S6) erflillt eine superiore Nachfra-
gefunktion mit dem Wertebereich IR?_+ auch die Voraussetzungen
von Lemma 10.12.

Bewetis:

Da unter den Prdmissen (S1)-(S6) die Menge R'(x)={z|Up*(z)gUp*(x)}
abgeschlossen 1in IR?+ ist, genligt es, die Giltigkeit von (d)

und (e) zu Uberpriifen.

Zu (d) 1V, Sejen y und z Elemente aus IR", und es gelte

++
Up*(y)>Up*(z). Aus der Annahme

1(aa>0>[up*(h(py,my-6» > Uk (2)]

folgt, daR eine Nullfolge <6k> existiert derart, daB
y=h (oYW =5 ) und Ui (2)20 50"

(vK)u (p*5p¥ M5, ) < U

). Infolgedessen gilt

o* (2)Tund w(p™sp” 1) > U4 (2).

Das aber ist ein Widerspruch zur Stetigkeit von yu.

. a b n b 1 n |
Zu (e): Seien x ,X e IR, und x"eR (xa)nIR++\R (xa). Da Up* von

oben halbstetig ist, gilt R'(xa)=R'(xa), so dap x° Randpunkt
von“R'(xa) beziglich IR_T+ ist. Da R'(x% abgeschlossen und von
unten beschrdnkt ist, existiert ein Elementin R'(xa), das den

Term pb-x minimiert. Nehmen wir

(1) Mb = pbxb > min pb'x
xeR' (x?)
an, und betrachten wir X = h(pb, min pb-x)! Hieraus folgt
XER' (x%)

mit (1) und Theorem 10.4
b ~
Uy (X%) > U (X)
Verwenden wir unser Ergebnis aus (e), so gibt es ein 8>0, fir
das up*(h(pb,Mb-S)) > Ux(X) gilt. Da definitionsgemiB XeR'(x?),
gilt demnach auch h(pb,M -g)eR'(xa). Aufgrund der Superioritdt

von h folgt

T %

n Wir verwenden hier die gléiche Beweismethode wie Sonnenschein

(1971b, S.79).
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(2) x> n(pP,mP-s).

Andererseits ist xb Randpunkt von R'(xa) beziiglich IR2+. Da
jedoch h(pb,Mb-é)eR'(xa), ergibt sich hieraus ein Widerspruch
zu (2), so daB die Annahme zu verwerfen ist.

Mit dem obigen Satz wollen wir unsere Untersuchung von moder-
nen Nachfragemodellen beschiiefen. Sie hat erwiesen, daf
zwischen der Theorie der Revealed Preference und dem Modell von
Samuelson, Hurwicz und Uzawa eine enge Verbindung besteht.

In jedem der drei Nachfragemodelle, die wir hier prdsentierten,
ist unter angemessenen Voraussetzungen die Slutsky-Hicks-Matrix
negativ semidefinit und symmetrisch, und es existiert stets
eine Praferenzrelation, durch die das Nachfrageverhalten des
Handlungstrdgers rationalisiert wird.
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§ .11 Kollektive rationale Wahl

11.1 Aggregation von Nachfragefunktionen

Bisher haben wir nur das Verhalten eines einzelnen Individuums
oder des Reprdsentanten einer Gruppe behandelt. In vielen Be-
reichen der Ukonomie wie z.B. in der Gleichgewichts-, AuBen-
wirtschafts- und Wohlfahrtstheorie ist es jedoch wichtig, eine
gesellschaftliche Nutzenfunktion, die die gesamtwirtschaftliche
Nachfragefunktion generiert.und aus den .individuellen Nutzen-
funktionen-abgeleitet werden kann, zu kennen.

Autoren wie Samuelson (1956), Gorman (1953), Muellbauer (1975),
MiTne (1979) u.a., haben die Frage untersucht, bei welchen
Pramissen die individuellen Prdferenzen so aggregiert werden
konnen, daB eine kollektive Nutzenfunktion, die die Gesamtnach-
fragefunktion generiert, existiert. Im Jahre 1961 veroffentlich-
te Eisenberg einen Artikel, aus welchem hervorgeht, daB bei pro-
portionaler Einkommensverteilung und Tinear homogenen, konkaven
individuellen Nutzenfunktionen die aggregierte Nachfragefunktion
von einer linear homogenen und konkaven Nutzenfunktion generiert
wird. Unter dhnlichen Voraussetzungen kann jedoch auch gezeigt
werden, daB sowohl in der Theorie der Revealed Preference als
auch in dem Nachfragemodell von Samuelson, Hurwicz und Uzawa
eine aggregierte Nachfragefunktion existiert, die sich so ver-
halt, als wdre sie beziiglich einer kollektiven Prdferenzordnung
rational. Um in der Theorie der Revealed Prefefnce aus den in- y
dividuellen Nachfragefunktionen eine aggregierte zu gewinnen,

ist es erforderlich, daB sich das Starke Axiom auch auf das

KolTlektiv vererbt. Wie W. Skdfer (1977) zeigen konnte, trifft

das auch zu, wenn die individuellen Nachfragefunktionen linear
homogen in M sind, wobei hierunter folgendes zu verstehen ist:

Definition 11.1

Eine Nachfragefunktion h: IR?

n n . .
+4 xIR++ +~IR, heift Tlinear homogen

+
in M genau dann, wenn:
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(v(p.M)e RML) (vas0)Th(p,AM) = An(p,m)T.

Wir betrachten nun einen Markt mit m Konsumenten, deren Verhal-
ten durch die entsprechendep m Nachfragefunktionen

h': R} xR, ~+RY, x1=h(p1,M1), ie{l,...,m}, beschrieben wird.
Verstehen wir unter M das Nationaleinkommen, so ist das Einkom-
men des i-ten Individuums ein Teil desselben. Es 'soll daher

gelten
. . . m .
(V): M' = s'M, 8" >0 und £ &' =1,
i=1

d.h. also, es wird eine feste proportionale Einkommensverteilung
gefordert.

Die Gesamtnachfragefuhktion, welche mit H(p,M) bezeichnet wird,
soll erkldrt werden durch die

Definition 11.2

Fir eine feste, proportionale Verteilung 6=(61,...,5m) ergebe
sich die Gesamtnachfrage durch

=

H(p.M) = 2 hT(p,s™M),  v(p,M)e R1T?

i=1
Mit unserem ndchsten Theorem wiederholen wir das bereits oben
erwdhnte Resultat von Shafer.

Theorem 11.1

n
++
gegeben, die alle linear homogen in M sind, das Starke Axiom

DV und die Budgetgleichung erfiillen. Dann genligt unter der
Bedingung (V) die Gesamtnachfragefunktion ebenfalls dem Star-
ken Axiom.,

Seien m individuelle Nachfragefunktionen hi:IR_r:+ xIR++ + IR

Den Beweis dieser Behauptung kdnnen wir bei Shafer nachlesen.
Dieser zeigt auch, daB sich fir individuelle Nachfragekorres-
pondenzen, die Tinear homogen in 61M sind, das Kongruenzaxiom
bei Aggregation auf die Gesamtnachfragekorrespondenz vererbt.
Aufgrund des Resultates von W. Shafer kdnnen wir nachweisen,
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daB die aggregierte Nachfragefunktion die Bedingungen DI - DV
erfillt und Tinear homogen in M ist, wenn das gleiche fiir die
individuellen Nachfragefunktionen gilt.

Theorem 11.2

Seien m individuelle Nachfragefunktionen hl,...,hm mit dem Wer-
tebereich IR?_+ gegeben. Alle diese sollen linear homogen beziig-
lTich des Einkommens sein und die Bedingungen DI - DV erfiillen.
Ist ferner eine Einkommensverteilung gemaf (V) gegeben, so ist
die Gesamtnachfragefunktion gleichfalls linear homogen in M

und erfillt DI - DV .

Bewetls:
Aufgrund der Definition von H ist es klar, daB H die Bedingungen
DI und DII erfiillt.

Auch die Budgetgleichung ergibt sich leicht, denn es gilt:
m . . m . . m .
prH(PsM) = p+ T h'(p,8'M) = I peh'(p,s'M) = T &'M = M,
i=1 i=1 i=1

Zu DIV und DVI : DefinitionsgemdB sind Nachfragefunktionen, die
in M Tinear homogen sind und den Wertebereich IRE+ besitzen,
auch superior. Von solchen Funktionen wissen wir jedoch (vgl.
Theorem 9.8), daB sie 'das Axiom DIV erfiillen.(Deshalb war

es eigentlich auch lberflissig, D IV flir die hi zu fordern).
Aufgrund dieser Uberlegung genligt es nachzuweisen, daB H linear
homogen in M ist. Das aber folgt in wenigen Schritten:

Fir alle 2>0 gilt:

m . . m . .
A(p,M) = A« & h'(p,s'M) = 5 aAh'(p,§'M)
i=1 i=1
M i
= _z;l h™(p>8 AM) = H(p,AM).
1=

Da H die Bedingung DV wegen des vorhergehenden Theorems erfiillt,
ist der Satz damit bewiesen.

Unter Verwendung von Theorem 9.8 und Korollar 9.1 gewinnen wir
sogar das folgende Ergebnis:
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Korollar 11.1

Unter den Voraussetzungen von Theorem 11.2 existiert eine ste-
tige, monotone und streng quasikonkave Nutzenfunktion, die die
aggregierte Nachfragefunktion H generiert.

Um die Existenz einer stetigen und linear homogenen Nutzenfunk-
tion, die H generiert,nachzuweisen, verwenden wir das nachfol-
gende Ergebnis von Chipman und Moore (1980, S.2410).

Lemma 11.1

. . ) . .
Sei die Relation > homothetisch 1 , nicht-saturierbar 2),

schwach monoton 33’ stetig, transitiv und vollstandig auf dem

IRQ. Dann existiert eine Nutzenfunktion u:IRE ~ IR, mit folgen-

den Eigenschaften:
(1) (vye RYLu(x)zu(y) » xxyl.
(1) (vxe RT)(Vae R, )Lu(Ax) = Au(x)].

(111) u ist stetig auf IRI.

Anmerkung 11.2

Fir unseren nachsten Satz bentotigen wir Lemma 11.1 fiir X=IR2+.
Wie jedoch aus dem Beweis von Chipman und Moore sofort zu er-
kennen ist, gilt er auch in diesem Bereich.

Lemma 11.2

Unter den Voraussetzungen von Theorem 11.2 besitzt die Relation

Rﬁ die Eigenschaften (i)-(iii) von Lemma 11.1.

1 Eine Relation = #wqw“homothetisch“
0 (VA>0)[xry = Axgryl.

2} > heiBt "nicht-saturierbar" auf X
i@ (VxeX)(FzeX)[zyx].

3)

> heiBt "schwach monoton" auf X
i@ (YX,yeX)Ixzy = x>yl
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Hierggi ist zu bemerken, daB wir die Bezeichnung Eﬁ anstelle
von R* deshalb wdhlen, um herauszustellen, daf diese Relation
durch die aggregierte Nachfragefunktion bestimmt wird.

Bewets:

———

Es ist zu zeigen, daB Rﬁ die Voraussetzungen von Lemma 11.1 er-

fiillt. Wir beweisen zundchst, daB Rﬁ homothetisch iét:
Sei x,yeIR2+ mit x#y und xR;y gegeben. Dann gilt

XRyy v (Elxl,...,xk)[xRHx1 AouA kaHy].

1. Fall: xRHy.
DefinitionsgemdB folgt hieraus

(1) (3(p,>M)) [x=h(p,M) A pxzpyl.

Hieraus ergibt sich flur alle A>0:

(2) APX 2z APy

Da H aber Tinear homogen in M ist, kdnnen wir mit (1) und (2)
wie folgt schlieRen:

AM = Apx = peAH(p,M) = p-H(p,AM) 2 phry.

2. Fall: (axt,...xK) Deryx?

Da hieraus gemdB dem ersten Fall

(VA>O)[AXRHAX1 Aov oA axK

AvooA kaHy].

RHXy]
folgt, gilt
3
kaHXy.

Wir betrachten nun z und z' mit zﬁﬁz'. Diese Aussageform ist
definitionsgemdB dquivalent zu 7(2'REZ). Nehmen wir 7(XZ§EXZ')
fiir irgendein X an, so folgt hieraus XZ'REXZ. Dieses :Ergebnis
flihrt mit.dem 1. Teil des Beweises auf z'Rﬁz, was im Widerspruch
zu 7(z'Rfz) steht. Also ist RE homothetisch.

Rﬁ ist nicht-saturierbar, denn filir jedes xaIR2+ mit x=H(p,M)
kénnen wir y=H(p,2M) wdahlen und erhalten yREx. Entsprechend
einfach folgt die schwache Monotonie von RE. Aufgrund der The-
oreme 9.1 und 9.8 wissen wir auch, daB ﬁﬁ transitivy,vollstandig
und stetig ist, so daB also alle Voraussetzungen von Lemma 11.1

erfillt sind.
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Mit Hilfe von Lemma 11.2, Theorem 9.8 und Korollar 9.1 gewinnen
wir das folgende Postulat:

Theorem 11.3

Unter den Voraussetzungen von Theorem 11.2 gibt es eine Nutzen-
funktion u; mit den Eigenschaften:

(a) u; generiert die Gesamtnachfragefunktion H,

) g reprdsentiert ﬁﬁ )

) u; ist homothetisch und stetig,

) Uy ist streng quasikonkav.

Aufgrund des obigen Satzes konnten wir also sehen, daB unter
geeigneten Voraussetzungen die aggregierte Nachfragefunktion
gleiche Eigenschaften aufweist wie die individuellen Nachfrage-
funktionen. Zu demselben Ergebnis gelangte auch Chipman (1974)
bei Zugrundelegung der Hypothesen des Nachfragemodells von
Samuelson, Hurwicz und Uzawa. In beiden Modellen gelangt man
zu einer aggregierten Nutzenfunktion, die die Gesamtnachfrage-
funktion generiert. Daher ist die AuBenwittschaftstheorie, in
der schon seit langem die gesellschaftlichen Indifferenzkurven
zur Bestimmung der Gesamtnutzenfunktion - ynd als Hilfsmittel
fiir den Vergleich der gesamtwirtschaftlichen Wohlfahrt der
verschiedenen Volkswirtschaften dienen, ein sinnvolles Anwen-
dungsgebiet dieser beiden Nachfragemodelle.

Wir wollen nun den von Chipman vorgeschlagenen Weg zur Aggre-
gation von individuellen Nachfragefunktionen in dem Modell von
Samuelson, Hurwicz und Uzawa nachvollziehen. Dabei wdhlen wir
jedoch ein anderes Beweisverfahren, da wir uns bereits auf die
Ergebnisse von §10 stiitzen konnen. '

Wir gehen von individuellen Nachfragefunktionen h1:IR2+ xR,
+IR2+ mit dem Wertebereich IR:+ aus. Diese sollen diT\Postu-

late (S1)~-(S6) erfiillen und Tinear homogen in M sein Wie

1

Untersuchen wir den Beweis von Theorem 9.8, so ist leicht ein-
zusehen, daB sich (S4) fir superiore Nachfragefunktionen aus
(S1) und (S2) deduzieren 18Rt und daher von diesen Postulaten

abhdngig ist. Wir wollen jedoch nicht immer auf diese Tatsache
verweisen und setzen deshalb (S4) voraus.
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hier bereits friiher bemerkt wurde, sind in M Tinear homogene
Funktionen stets auch superiore Funktionen, wenn der Wertebe-
reich von h der IRS+ ist. Wir kdnnen deshalb unser Theorem 10.11
anwenden und dadurch die Beweise verkiirzen.

Chipman geht von der gleichen Einkommensverteilung wie wir sie
in (V) gefordert haben/aus und erkldrt die Gesamtnachfragefunk-
tion wie in Definition 11.2. Es soll nun zundchst gezeigt werden,
daB sich die Bedingungen (S1)-(S6) fir in M Tinear homogene
Nachfragefunktionen bei Aggregation vererben und sich eine Ge-
samtnachfragefunktion, die ebenfalls Tinear homogen in M ist,
ergibt.

Theorem 11.4 (vgl. Chipman (1974, S. 33-34))

. e e . .k, pn n
Seien m individuelle Nachfragefunktionen h .IR++ xIR++ +IR++,

k=1,...,m, mit dem Wertebereich IR?+ gegeben. Diese sollen fer-
ner die Bedingungen (S1)-(S6) erfiillen und Tlinear homogen in M
sein. Dann besitzt auch die Gesamtnachfragefunktion

H:IR2+ X IR, . +IR2+ unter der Voraussetzung (V) alle diese Eigen-

schaften (S1)-(S6).

Bewels:

Die Bedingung (S1) folgt unmittelbar. (S2) 1dBt sich auf glei-
che Weise wie in Theorem 11.2 beweisen. Dasselbe trifft fir

die lineare Homogenitdt in M der Funktion H zu. Damit ist aber
auch gleichzeitig (S4) erfiillt. Da (S3) nach einem bekannten
Satz der Differentialrechnung ebenfalls Gliltigkeit besitzt, ist
nur noch (S5) und (S6) nachzuweisen.

Zu (S5): Da die individuellen Nachfragefunktionen auch (S4)
erfiillen, kSnnen wir in der Gleichung

WK (poaM) = anK(p,M), vA>0, vk<m

A= % setzen und partiell nach M differenzieren. Damit erhalten
wir fiir das k-te Individuum die Gleichung

k ;
CLIMCIE TR AN
M

k

ah”(p,M

oM

=
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bzw.
sh (p,M) 1 .k k
(1) 2Rl - S nf(puM) = hS(p,1).
Setzen wir (1) in die Slutsky-Hicks-Terme. -
kL RS enfe)
Sij(p,M ) = apj + M j(p: )
wobei Mk=6kM, ein und berilcksichtigen wir, daff die Slutsky-

Hicks-Matrix flir die individuellen Nachfragefunktionen jeweitls
symmetrisch ist, so erhalten wir:

k k
dhs(p,M™)
k ky _ i 1 .k k k k
Sij(PsM ) = ‘“_553“"‘ + Mk hj(p,M ) hj(PsM )
Lk k
ohs(P>M7) Kk
= —dgs—+ ¢ hg (e« (p, M)
i M
_ ok k
= Sji(p,M ) .
Infolgedessen gilt
an¥(p,i*)  an(p,nk)
(2) =
P 9Py
Differenzieren wir dann die Gleichung
m
HipsM) = = h&(p.skm)
k=1
partiell nach Pj» SO ergibt sich mit (2):
o (pat) " ahf(p.s M) M anS(p.stM) oMy (paM)
T ap. T 2 ) - : - P
9P G IP; Pj

k=1 k=1

Da auch H die Gleichung (1) erfiillt, ist demnach die zu H ge-
horende Slutsky-Hicks-Matrix SH(p,M) symmetrisch.

Um zu zeigen, daf SH(p,M) negativ semidefinit ist, betrachten
wir die Gleichung

skp. k) + (sfp,m) -
1 k

sk(p,mkyy.
1

(3)  sf(p.my -
k

™M=
n M=
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Da nach Voraussetzung alle S"(p,M) negativ semidefinit sind,
gilt das auch flir die Summe S

“(p,uk).
d H m k k s . C e
aB S ' (p,M)- 2 S"(p,M") positiv semidefinit ist, so folgt aus
(pm).
Da H Tinear homogen in M ist, folgt fir H auch eine entsprechende
Beziehung wie sie durch (1) festgelegt wird. Deshalb gilt:

k
!
X Haben wir gezeigt,

(3) die negative Semidefinitheit von S

m m
k ky _ H
(4) kzl Sij(p,M ) kil Sij(p,M)
m K h?(p,Mk) h?(p,Mk) m K h? m K h?
=M [ 3 s E— -2 80 5)( 2 8% )]
k=1 M M k=1 M k=1 M
Wir betrachten nun die Matrix
ahk hk
C = [c,:1, wobei ¢, ., = —3 = 4
kJ kJ aMk Mk
und setzen 6=(6T,...,6m). Fuhren wir ferner die Bezeichnung
st o. .00
2
0 s 0
A =

00 .00 8"
ein, so kdnnen wir (4) umschreiben in:

1, "k H

(5) & (z s(p.M) - s
k=1

Nach einem Ergebnis von Chipman (1964, S.1093) ist jedoch die

Matrix in (5) positiv semidefinit, so daB aufgrund von (3) die

negative Semidefinitheit von SH(p,M) unmittelbar folgt.

1

(psM)) = C'AC - C'8(8A ~68)8'C.

g.e.d.

Wir konnen nun unsere Theoreme 10.11, 10.10 und 10.4 anwenden
und erhalten unmittelbar ein Ergebnis iiber die gesellschaft-
Tichen "Indifferenzkurven.
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Theorem 11.5

Unter den Voraussetzungen von Theorem 11.4 existiert etne ste-
tige gesellschaftliche Nutzenfunktion UE*:IR2+ +IR+,

gesamtwirtschaftliche Nachfragefunktion H generiert.

die dije

Unter der Verwendung friiherer Ergebnisse gewinnen wir schlieB-
Tich die bemerkenswerten Ergebnisse, daB in dem Modell von

Samuelson, Hurwicz und Uzawa auch die Gesellschaft das Starke
Axiom der Ibeorie der Revealed Preference erfiillt und rational

beziiglich Rn handelt, falls die individuellen Nachfragefunk-
tionen Tinear homogen in M sind.

Theorem 11,6

Unter Voraussetzung des Theorems 11.4 erfiillt H das Starke
Axiom und ist rational beziiglich der Relation §ﬁ.
Der Beweis dieser Behauptung ergibt sich als Folgerung aus den
Theoremen 11.4, 10.7 und Korollar 10.2.

Anmerkung 11.3

Unter den Voraussetzungen von Theorem 11.4 folgt aus dem Beweis
zu Theorem 10.7 auch, daB sich das Schwache Axiom bei Aggrega-
tion vererbt.

Gehen wir noch kurz auf die Rolle des Schwachen Axioms in der
Gleichgewichtstheorie, in der das. kollektive Verhalten von m
Marktteilnehmern ebenfalls untersucht wird, ein! In dieser
Theorie hatte A. Wald (1933) unter einer Bedingung, die nur
eine andere Form des Schwachen Axioms ist,den Nachweis flir die
Existenz eines eindeutigen Wettbewerbsgleichgewichts, erbracht.
A. Wald geht von folgenden Voraussetzungen aus (vgl. Takayama
(1974, s.280)):

Die Funktion f:IR] -IR", F(p)=(fy(p)s....f (P)) sei eine Ober-
schuBnachfragefunktion. Dabei gibt der Wert von fi(p), izn, die
UberschuBnachfrage fir das i-te Gut (i=1,...,n) in einer Preis-
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situation p, wobei peIRﬂ, an. Die Funktionen fi:IRQ +IR" sollen
fir jedes i1 stetig und von unten beschrdnkt sein. Gesucht wird
ein Preissystem, bei welchem Gleichgewicht zwischen Angebot

und Nachfrage herrscht. Aus diesem Grunde ist die folgende De-
finition naheliegend:

Definition 11.3

Ist f(p): R} >R", f(p)=(fy(p)s....f (p)) eine UberschuBnach-
fragefunktion, so heiBt 5€IR2 ein "Gleichgewichtspreisvektor"
genau dann, wenn folgendes gilt

(a) ,5(P) < 0, Vign und

(b) P;fs(B) = 0, vign wund py=1.

Wie wir gesehen haben, handelt unter gewissen Voraussetzungen
die gesamte Volkswirtschaft ratjgpg]iund gemdf dem Schwachen
Axiom, wenn das gleiche filir alle Marktteilnehmer gilt. Der
folgende Satz besagt nun, daB dann auch ein eindeutig bestimmtes
Gleichgewicht an einem vollstandigen Markt herrscht (vgl. Wald
(1933)).

Theorem 11.7

Vorausgesetzt werde die Walras'sche Gleichgewichtshypothese
fiir einen Markt mit vollstandiger Konkurrenz:
n
(*) (Ype IR})[ = p.f.(p) = 01.
i=1 ]
Es gelte ferner das Schwache Axiom

\
(WA'):  px < px'wv p'x' < p'x I,

wobei x=f(p) und x'=f(p).
Dann gilt: Es gibt hochstens eine Preissituation, in welcher
am Markt Gleichgewicht herrscht.

n byt

x' < p'x) e (px z px' = p'x' < p'x)

@ (xRx" = 7(x'Rx)).

(px < px' v p
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Bewels:
Angenommen, es gdabe zwei Gleichgewichtspreisvektoren p>0 und
p*>0 mit P+p*. Dann gilt flr diese gemdB Definition 11.3 (b)
und (*)

(1) p
Mit Hilf

=0 wund p*x* =0, falls X = f(P) und x* = f(p*).

>}

e des Schwachen Axioms kdnnen wir mit (1) auf
(2) px* >0 v p*x >0

schlieBen. Aber da p* ein Gleichgewichtspreisvektor ist, folgt
aus Definition 11.3 (a) x*50 und damit Bx*<0. Infolgedessen

muB aufgrund der Zeile (2) p*X>0 gelten. Aber das ist ebenfalls
unmoglich, da auch P ein Gleichgewichtspreisvektor ist und we-
gen %<0 die Ungleichung p*Xg0 folgt. Somit ist die Annahme zu
verwerfen. “

Herrscht in einer Preissituation p Gleichgewicht zwischen Angebot
und Nachfrage, so ist die Annahme naheliegend, dal bei einer
festgelegten Verteilung des Volkseinkommens auf die m Markt-
teilnehmer auch in P die hochste Wohlfahrt fiir alle erreicht
wird. Auf die Problematik dieser Annahme kommen wir im nachsten
Abschnitt zu sprechen.

11.2 Soziale Wohlfahrt und Rationales Verhalten

Seit Pigou (1932) wird das Nationaleinkommen als Indikator flr
gesellschaftliche Wohlfahrt verwendet. Wie uns der vorangehende
Abschnitt gezeigt hat, kOnnen unter der Annahme, daB die Ver-
teilung des Volkseinkommens konstant bleibt, die individuellen
Nachfragefunktionen so aggregiert werden, daB dies zu einer
Gesamtnachfragefunktion und damit zu einer kollektiven Prdfe-
renzordnung fihrt. Es ist aber auch naheliegend, die Frage zu
stellen, ob eine gesellschaftliche Wohlfahrtsordnung existiert.
Zur LOsung dieses Problems werden wir einige Ergebnisse von
Chipman und Moore (1979, 1980) verwenden.
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Nehmen wir an, der Konsumraum X', i=l,...,m, se? eine Teilmenge
des IRE, dann 1dRt sich eine Verteilung Z durch eine Matrix
im IRTn darstellen. Zu einer gegebenen Verteilung Z sei z 1

Z"i

n~1=s

das Giliterbiindel des i-ten Individuums. Beschreibt y =
das aggregierte Giliterbiindel, das auf die m Individuen
verteilt werden kann und ist zji der Anteil des j-ten Gutes,
das dem i~ten Marktteilnehmer zur Verfiigung steht, so ist
folgende Definition sinnvoll:

i=1

Definition 11.4

Sei yeIR+n. Dann heiBt
m .
K(y) := (ZeR\"|o(Z) = I z' =y}
i=1

die Menge der "erreichbaren Verteilungen" von y.

Wir bezeichnen mit RGJ=(R1,...,Rm) ein m-Tupel von individu-
ellen Priaferenzordnungen, die alle transitiv und vollstdndig
sein mogen. Ferner soll R die Menge aller vollstdndigen und
transitiven Relationen auf R2 sein. Wir fluhren dann auf ib-

Tiche Weise eine "Paretoordnung" ein.

Definition 11.5
Sei RG&R‘gegeben. Eine "Paretoordnung" Rp werde dann auf fol-

gende Weise erkldrt:

5 : ip =i
ZRpZ ie (vigm) z R,z

Die Relationen Pp (streng vorgezogen) und Ip (indifferent)
werden wie Ublich definiert durch
7 Z IR 7
ZPp% P ZRp% A Y(ZRp )
: 24 R Z
ZIpZ & ZIpZ A Z\p
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Gehen wir von Marktteilnehmern, die bezliglich ihrer Prdferenz-
vorstellung Ri rational handeln, aus, so gilt bekanntermaBen
fiir alle (psM)e R'\{0} x R

hi(p,M) = {z]|zeB(p,M) A (Vz'eB(p,M1))[zRiz']}
In der Definition des "Konkurrenzgleichgewichtes" gehen wir

ebenfalls von Marktteilnehmern, die beziiglich Ri rational han-
deln, aus.

/

Definition 11.6

Ist R gﬁzgegeben u%d sind ferner die Nachfragekorrespondenzen
h1: Rﬁ\{O} X R++2Rf, i=l,...,m, rational bezliglich der R;, so
heiBt das Tripel (Z,y,p) nur dann ein "Konkurrenzgleichgewicht"
fir RG’ wenn folgendes erfiillt ist:

(a) p >0,

(b)  ZeR}",

(c) o(Z) =y,

(d) z' e hl(p,M"), i=1,...,m.

Wir bezeichnen mith(RG) die Menge solcher Konkurrenzg]eichge-
wichte fir RG.r '

Die Steigerung der sozialen Wohlfahrt werden wir aus der Sicht
zwéier Kriterien betrachten: der Pigoubedingung und der
Paretobedingung. Zur Formulierung der Pigoubedingung bendtigen
wir noch die Einflihrung des Kaldor-Hicks-Samuelson-0Ordnung
(KHS), die mit,}RG bezeichnet werden soll (vgl. Chipman und
Moore (1980, S.404)).

Definition 11.7

Sei Ragﬁzgegeben. Wird ferner fiir ye RQ die Menge A'(y) bestimmt
durch

At(y) = (Z|Ze RY" A o(Z)=y},
so soll die Relation =g, durch
YR ¥' e (YZ'eA'(y'))(3ZeA'(y))[ZR,Z']

erkldrt werden.
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Verwenden wir diese Relation ERG’ so lautet die "Pigoubedingung":

Definition 11.8

Es heife, daB die gesellschaftliche Prdferenzordnung RGéa?die
"Pigoubedingung" genau dann erfiillt, wenn eine Verteilung
s=(sl,...,8M>0 mit .8 ' = 1 existiert, so dap fir alle Kon-
. c o=l a4 a b b by r .
kurrenzgleichgewichte (Z%,y%,p%), (Z",y",p )aI(RG) mit
zaieﬁ(pa,61paya) und zbiaﬁ(pb,Gpryb), i=l,...,m, gilt:

[payb > paya A pbyb > pbya] - [ybk'RG ya].

Definition 11,9

Eine gese]]schaft]iche Praferenzordnung RGeﬁ?so11 der "Pareto-
bedingung" genau dann geniigen, wenn es eine Verteilung
6:(61,...,6m)>0 mit ,% 51 - 1 gibt, so daB fir alle Konkurrenz-
gleichgewichte (Za,y%j%a), (Zb,yb,pb)ei(RG) mit
zaiehi(pa,éipaya) und zbiehi(pb,aipbyb) gilt:

[payb 3 paya A pbyb > pbya] - ZbRpZa
Unter der Verwendung zweier Resultate von Chipman und Moore
gelangen wir zu dem Ergebnis, daB bei proportionaler Verteilung
des Volkseinkommens sowohl in der Theorie der Revealed Prefe-
rence als auch in dem Nachfragemodell von Samuelson, Hurwicz
und Uzawa die gesellschaftliche Prdferenzordnung die Pareto-
bedingung nur erfillt, wenn die individuellen Prdferenzordnun-
gen alle gleich sind. Dieses Ergebnis ist fir die Wirklichkeits-
ndhe dieser Modelle insofern enttduschend, da nicht anzunehmen
ist, daB alle Marktteilnehmer die gleiche Wertvorstellung be-
sitzen. Diese beiden Resultate von Chipman und Moore (1980,

S. 416-417), die wir hier ohne Beweis wiedergeben, sind die

folgenden:

Lemma 11.3

Ist RGsélein m-Tupel von Prdferenzordnungen, die alle stetig,

1

konvex zum Ursprung und homothetisch sind, so erfiillt

1 . s i . . ,
d.h. (Vx1e Rz)(ape R2+)(Vx1e IRE)[x1R1.x1 = pX' 2 px'71.
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die Pigoubedingung genau dann, wenn gilt:
n
Lemma 11.4

Ist RGegzein m-Tupel von Prdferenzordnungen, die alle stetig,
konvex zum Ursprung und homothetisch sind, so erflillt

RG=(R1,...,R die Paretobedingung genau dann, wenn gilt:

m)
2 me

Die folgenden beiden wichtigen S&tze bilden den AbschluB unseres
Exkurses in die Wohlfahrtstheorie.

Theorem 11.8

n n
>
++ X R++ R+’

x1=h(p,M1), alle mit dem Wertebereich R2+,gegeben, die die

Seien m individuelle Nachfragefunktionen hiz R

Pramissen DI - DV erfiillen und Tinear homogen in M sind.

Ferner sei eine Verteilung 6:(61,...,6m) so festgelegt, daR

-i -i oot m 1 I —* . ‘* * 1\
M'=6'M, 620 und X 67 = 1. Dann erfillt Rg=(RE1,....REm)

(a) die Pigoubedingung
(b) die Paretobedingung
nur, wenn gilt:

Rﬁl = Rﬁz S e = ﬁm.
Bewets:
Nach Theorem 9.8 wissen wir bereits, dap alle Rfi stetig sind.

Ferner geht aus dem Beweis von Lemma 11.2 hervor, dap die ﬁﬁi

homothetisch sind.

Aufgrund von friliheren Resultaten ergibt sich ebenfa1]s_1e1cht,
daB alle ﬁ%j konvex zum Ursprung sind: Denn aus E1§E121 folgt
definitionsgemsp 7<Z1Rﬁ121) und damit 7(Z1Rh121). Da es nach

1) Da gemdB Definition die Relation R* von der gewdhlten Nach-
fragefunktion h abhdngt und dieser Tatbestand hier von Wich-~-
tigkeit ist, wdhlen wir die Bezeichungsweise Rﬁ.
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DIleine Budgétsituation (p,M1)83R2+ mit Zi=h(P>M1) gibt, gilt
7(pz' 2 pz') und damit pz' < pz'.
Die Behauptung unseres Theorems ergibt sich dann sofort mit

Hilfe unserer Lemmata 11.3 und 11.4.

Fir den folgenden Satz erinnern wir zuvor an die Relation -
aus Definition 10.5. Diese ist vollstdndig, transitiv und nach
Theorem 10.6 strikt konvex zum Ursprung und damit auch konvex
zum Ursprung. Ist die Nachfragefunktion Tinear homogen in M

und erfiillt sie die Prdmissen (S1)-(S6), so ist die Nutzenfunk-
tion Up* stetig (vgl. Theorem 10.11). Das gleiche trifft dann
auch wegen Definition 10.5 auf >« zu. Unter diesen Vorausset-
zungen gilt nach einem Resultat von Chipman (1974, S.30):

(vxe RY, ) (VA>0) U w(Ax) = W ox(x)],

d.h. Up* ist Tinear homogen. Daher ist die Relation »-« auch
homothetisch. Letztlich fihrt Theorem 10.4 unmittelbar darauf,
daB h rational beziiglich %+ist. Aufgrund dieser Ergebnisse ge-
winnen wir sofort den folgenden Satz:

Theorem 11.9

Seien m individuelle Nachfragefunktionen hiz R2+ X R++ 9—R2
mit dem Wertebereich R2+ gegeben, die alle linear homogen in
M sind und die Prdmissen (S1)-(S6) erflillen. Ist ferner eine
Verteilung wie in Theorem 11.8 festgelegt » so erfullt

e = (S 1)
Tos (Hae )

(a) die Pigoubedingung
(b) die Paretobedingung

genau dann, wenn gilt:

R IR

1) Wie in Theorem 11.8 legen wir durch die Indizierung von

fgst, daB die_z} zu den individuellen Nachfragefunktionen
h' gehoren.
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Die Gesamtnachfragekorrespondenzen H: R2+ xR, 2 RQ, die
wir hier kennengelernt haben, konnen als Spezialfdlle von
gesellschaftlichen Auswahlkorrespondenzen, die in der Theorie
der kollektiven Wahl auftreten, betrachtet werden. Dieses Ge-
biet ist ebenfalls ein breites und sinnvolles Anwendungsfeld
der Theorie der rationalen Wahl, worauf wir im ndchsten Ab-

schnitt kurz eingehen werden.

11.3 Kollektive Wahl und Rationalitdt

Die Theorie der gesellschaftlichen Wahl beschdaftigt sich mit
den Beziehungen zwischen dem individuellen und dem kollektiven
Auswahlverhalten, deshalb konnen die gesamtwirtschaftlichen
Nachfragefunktionen auch als Spezialfdlle von gesellschaft-
Tichen Auswahlkorrespondenzen betrachtet werden.

Die in den vorangegangenen Paragraphen dargestellten Ergeb-
nisse liber individuelle Auswahlkorrespondenzen gelten auch

fiir gesellschaftliche, da wir die dort auftretenden Relatio-
nen oder Nutzenfunktionen als gesellschaftliche interpretieren
kdnnen.

Es soll hier an zwei Beispielen gezeigt werden, daf rationale
Auswahlregein (vgl. & 3) von der gesellschaftlichen Auswahl-
korrespondenz erfillt werden kdonnen, wenn diese aus den indi-
viduellen Prdferenzrelationen Ri durch eine Vorschrift hervor-
geht. Aus diesem Grunde bedarf es zundchst der Einflhrung des
Begriffs der gesellschaftlichen Auswahlkorrespondenz.

Definition 11.10

Sei ein Budgetraum <X >wie liblich vorgegeben.

Ferner se117¢¢ eine Menge von m-Tupeln von Relationen, die alle
auf X erkldrt sind. Dann heifBt F:dﬁ XLT+ ZX
wah]korrespondenz"zpnavJaqh, wenn die Bedingung:

v (B,D)edx: {

erfillt ist.

eine "soziale Aus-

F(B,D) « B
F(B,D) = ¢
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Wie aus der obigen Definition hervorgeht, soll jetzt nicht
mehr angenommen werden, daf jedes Individuum eine fest vorge-
gebene Prdaferenzrelation besitzt, sondern es wird das Verhalten
der Gesellschaft flir alle moglichen Konstellationen der indi-
viduellen Prdferenzordnungen untersucht. Damit ist
D=(D1,...,Dm)e§feine Variable, wobei wir mit D, die Prdferenz-
relation des i-ten Individuums bezeichnen. In diesem Sinne
stellt auch U, nicht mehr eine feste Nutzenfunktion des i-ten
Individuums dar, sondern eine mogliche Nutzenfunktion dessel-
bigen, die von Di abhdngig ist.

Der folgende Satz zeigt, daB eine gesellschaftliche Auswahl-
korrespondenz, welche garantiert, daf stets diejenige von zwéi
Alternativen gewdhlt wird, die den hdchsten gesellschaftlichen
Nutzen bringt, auch die rationale Verhaltensregel (CA) bzw.
ihr gesellschaftliches Gegenstiick (CA') erfiillt.

Zur Formulierung von (CA') fiihren wir noch die Relationen Ve
und WG’ die V und W entsprechen, ein.

Definition 11.11
Sei F:4@><{?-+ 2X gegeben. Dann gilt flUr alle x,yeX:

(a) xVoy e (H(B,D)e£&J3[xaF(B,D) A yeBl

(b) xWgy 1o xVey v (Elxl,...,xR)[xVGx1 AvooA kaGy].

Damit lautet das gesellschaftliche Kongruenzaxiom:

(CA'"):: xeF(B,D) A yeB A way = yeF(B,D).

Theorem 11.10

Se1<ﬁfund1)'vorgegeben. Ferner gebe es fiir alle Demyindividu—
elle (kardinale) Nutzenfunktionen u;: XxD, » R. Definieren

wir dann eine Relation Rg auf X durch:
m m
xRoy 1o T u;(x,D;) > Z us(y,D.:),
G j=1 1 i j=1 1

so erfiillt die soziale AWK F:&xo=2% mit

F(B,D) ={x|xeB a (VyeB)[7(yREx)1}, V(B,D)edx 1)

das Axiom (CA').
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Beweis:
o)
R

Fiihren wir die Relation G durch

xﬁgy :¢>7(ngx), vX,yeX,

ein, so sehen wir unmittelbar, daf diese transitiv und voll-
stindig ist. Wenden wir dann das Theorem 6.10 an, so ergibt
sich (CA') sofort.

Anmerkung 11.4

Da mit dem Kongruenzaxiom beispielsweise auch (o) er-
fUllt ist ., folgt aus den Voraussetzungen des vorigens Satzes,
daB unter diesen auch ihr gesellschaftliches Gegenstlick:

(a') Bl 2 1 2 1 1

<% A BlnF(8%,0) 49 = F(8l,0) =8lnF(B%,D)
erflillt ist.

Anmerkung 11.5

Enthilt & alle zweielementigen Teilmengen von X und ist die
50
Rg
so fihrt auch Arrow's "Impossibility Theorem" zu dem Resultat,

gesellschaftliche Relation wie in Theorem 11.10 definiert,
daB unter den Voraussetzungen dieses Theorems ein Diktator
existiert oder das Prinzip der "Unabhdngigkeit der sozialen
Auswahlfunktion von irrelevanten Alternativen" verletzt wird
(vgl. Fishburn (1973, S.225)). Das gesellschaftliche Kongruenz-
axiom ist jedoch, wie Theorem 11.10 bestdatigt, erfiillt.

Wir wollen es bei diesen Beispielen flr Rationalitdt bei so-
zialen Auswahlkorrespondenzen belassen. Es sei jedoch darauf
hingewiesen, daB es eine reichhaltige Literatur Uber rationale
kollektive Wahl gibt. Beispielsweise hat Bordes gezeigt, daB
die rationale Auswahlregel

(B+): (VB,B'elQ(VDeJ)[(Bng' A BNnF(B',D)#* @) = F(B,D)c BnF(B',D)]
mit gewissen Bedingungen flr "demokratisches" Verhalten (vgl.
Bordes (1976, S. 451-457)) vereinbar ist. In diesem Zusammen-
hang soll insbesondere auch auf den Ubersichtsartikel "Social

Choice Theory: A Re-Examination" von Sen (1977) hingewiesen
werden.
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11.4 Zusammenfassung

Im 1. Teil dieser Arbeit haben wir die Fragestellungen unter-
sucht:

a) Welche Eigenschaften muB eine Prdferenzrelation besitzen,
damit eine Auswahlkorrespondenz existiert?

b) Wann ist eine AWK représentierbar?
c) Unter welchen Bedingungen ist sie rational?

d) Welcher Zusammenhang besteht zwischen den rationalen Entschei-
dungsregeln?

e) Welchen EinfluB besitzen dié Entscheidungsregeln auf die
Rationalisierbarkeit und Reprdsentierbarkeit von Auswahl-
korrespondenzen?

f) Wie lassen sich die Ergebnisse von (a)-(e) auf Budgetprife-
renzen und indirekte Nutzenfunktionen iibertragen?

Daran anschlieBend wurde an einigen Beispielen demonstriert,

daB sich die Resultate, die wir im ersten Teil gewonnen haben,

in okonomischen Modellen sinnvoll interpretieren lassen. Wir
betrachteten Anwendungsmdglichkeiten der Theorie der rationalen
Wahl in der Nachfragetheorie, Gleichgewichtstheorie, AuBenwirt-
schaftstheorie, Wohlfahrtstheorie und in der Theorie der gesell-
schaftlichen Wahl. Es kdnnten aber auch noch andere Beispiele,

wie die Portfolioplanung gewdhlt werden, denn in allen Modellen,
in denen eine Gewinn- oder Nutzenfunktion betrachtet wird, wer-
den auch rational handelnde Individuen oder Gruppen vorausgesetzt.
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