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Vorbemerkung

Dieses Skriptum ersetzt weder eine Vorlesung noch ein Lehrbuch. Es besteht
aus einer Zusammenstellung von Definitionen, Sétzen und einigen Beispielen,
die nur teilweise motiviert und veranschaulicht werden. Die Bedeutung der
Resultate wird kaum diskutiert. Diese Aufgabe muf die zugehérende Vorle-

sung erfiillen. Herrn Lutz Limburg danke ich fiir die gewissenhafte Umsetzung
der Graphiken in ETEX-Format

Karlsruhe, im SS 2004 C. P.
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1 Faire Allokationen in Okonomien ohne
Produktion

1.1 Grundlegende Definitionen und Notation

Es bezeichne N = {1,...,n} die Menge der Agenten. Jeder Agent i € N
ist durch eine Préaferenzrelation =; auf dem Giiterraum Ri charakterisiert,
wobei {1,..., L} die Menge der Giiter ist. Die Relation »; heifst eine Prdife-
renzordnung, falls >; reflexiv, transitiv und vollstdndig ist. Wir werden im
folgenden immer annehmen, daf die individuellen Praferenzen diese Bedin-
gungen erfiillen. Zusétzlich nehmen wir an, dafs die Priaferenzordnungen der
Agenten stetig sind.! Dies garantiert, dak die Priferenzordnungen durch ei-
ne ordinale Nutzenfunktion repriasentiert werden konnen, d.h. es gibt eine
Funktion w; : Ri — R derart, dak fiir alle Giiterbiindel z;, y; gilt:

T = Y & ui(w) > uiys)-
Die Priferenzordnung =; heilst monoton, falls gilt
ah >yl fiiralle I € {1,..., L} = x; = v,

d.h. ein Mehrkonsum von jedem Gut wird strikt bevorzugt. Wir werden im
folgenden immer annehmen, dals die individuellen Praferenzen monoton sind.
Manchmal werden wir auch die folgende stirkere Bedingung fordern. Es be-
zeichne x; > y; & fiir alle [, 2} > y!. Die Priferenzordnung »=; heifit streng
monoton falls gilt:

[z; > y; und z; # y;] = @ = yi,

d.h. das Giiterbiindel x; wird strikt gegeniiber y; bevorzugt, falls z; von
jedem Gut mindestens soviel enthilt wie y; und von mindestens einem Gut
echt mehr.

Die Priferenzordnung >; heifst konvez, falls fiir alle z;, y;, z; und alle t €
0, 1] gilt:

;= zzund y; = z) =t + (1 —t) -y =5 2.

!Einige Standardbegriffe — so wie hier die Stetigkeit — werden im folgenden nicht prizise
definiert. Die genauen Definitionen finden sich in den meisten Lehrbiichern der Mikrotko-
nomie, z.B. Mas-Colell, Whinston und Green: “Microeconomic Theory”, Oxford University
Press, 1995.
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Die Priferenzordnung >; heilst streng konver, falls fiir alle x;,y;, z; und alle
t € (0,1) gilt:

[zi =i ziand y; = z] =tz + (1 —1) -y =i 2

Die verfiigharen Ressourcen der Okonomie seien mit Q = (w',...,w") €
R’ bezeichnet. Die Zahl w! gibt also die verfiighare Menge von Gut [ an. Eine
Allokation ist eine Liste 2z = (21, ..., 20) = ((21, ..., 25), ..., (2}, ..., 2L)), wobei

z; das Giiterbiindel von Agent i ist. Eine Allokation ist also ein Element von
RZ™. Eine Allokation z heilt erreichbar, falls 31", z; = Q, also falls

(3ot 302 = (o ),

=1 i=1

Die Menge aller erreichbaren Allokationen sei mit Z bezeichnet.

Fiir die folgende Analyse besteht eine Okonomie aus der Angabe der
individuellen Praferenzordnungen >, ..., >, und der Menge €2 an verfiigharen
Ressourcen.

Oben haben wir die individuellen Praferenzen auf dem Raum der Giiter-
biindel definiert. Wir konnen die Préferenzen aber auch als Praferenzen {iber
Allokationen auffassen, indem wir fiir alle z,y € RJLF‘”

T Y S X i Y (1.1)

setzen. Die Aquivalenz (1.1) driickt aus, daf die Priferenz iiber Allokationen
fiir jeden Agenten nur vom eigenen Konsum (Giiterbiindel) abhéngt.

Eine erreichbare Allokation z € Z heilst effizient, falls es keine andere
erreichbare Allokation 2’ € Z gibt, derart dak fiir alle i € N gilt 2’ >=; z und
fir ein j € N sogar 2’ >; z. Die Menge der effizienten Allokationen wird
auch die Kontraktkurve genannt.

Wir wollen im folgenden einige Kriterien formulieren, mit dem Ziel, dadurch
“gerechte” von “nicht gerechten” Allokationen zu unterscheiden.

1.2 Gerechte Allokationen im Fall eines teilbaren Gutes

Betrachten wir zuerst den Fall L = 1. Wegen der Monotonie der Praferenzen
haben in diesem Fall alle Agenten diesselbe (ordinale) Préferenz (némlich:
“mehr ist besser”). Das heifst aber insbesondere, daf alle Agenten identisch
sind. Daraus folgt, dak die einzig gerechte Aufteilung der Ressourcen durch
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die Gleichverteilung (%, s %) gegeben ist. Im gegebenen Rahmen liefe sich
ndmlich eine Ungleichbehandlung identischer Agenten nicht rechtfertigen.
Man beachte, daf die Gleichverteilung auch effizient ist. Dies gilt im Fall
L > 1 im allgemeinen nicht mehr.

1.3 No-Domination und Equal-Division-Lower-Bound

Wir kommen nun zum interessanteren (und schwierigeren) Fall L > 2.

Definition Eine Allokation z € Z erfiillt die Begingung no-domination, falls
fiir kein Paar i,j von Agenten 2! > zé fiir alle Giiter [ und z° > zé“ fiir ein
Gut [y gilt. Die Menge aller Allokationen, die no-domination erfiillen wird
mit N D bezeichnet.

Das folgende Edgeworth-Diagramm illustriert die Menge ND im Fall n = 2
und L = 2.

Ag.2

N

.= 21 dominiert z5:
/ !/
2] 2 2

zo dominiert zp:
29 2 21 -

Agl 4
Abb.1: Die Menge ND besteht aus den beiden karierten Rechtecken

Bei monotonen Préferenzen liefert no-domination ein verniinftiges Minimal-
kriterium fiir eine gerechte Allokation: Kein Agent soll von jedem Gut mehr
als eine andere Agentin konsumieren. Beachte, dafs dieses Kriterium ohne
Kenntnis der individuellen Préferenzen verifiziert werden kann.

Definition Eine Allokation z € Z erfiillt die equal-division-lower-bound, falls
fiir alle ¢ gilt 2z >, % Die Menge aller Allokationen, die die equal-division-
lower-bound erfiillen, wird mit £DLB bezeichnet.

Das folgende Diagramm illustriert die Menge EDLB im Fall n = 2 und
L=2.
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1

Abb.2: Die Menge EDLB besteht aus der schraffierten Linse

1.4 Neidfreie Allokationen

Wir kommen nun zum folgenden zentralen Kriterium:

Definition Eine Allokation z € Z heift neidfrei (envy-free), falls fiir alle
Paare ¢, gilt 2z; =; z;. Die Menge aller neidfreien Allokationen wird mit FF
bezeichnet.

Graphisch lassen sich neidfreie von nicht-neidfreien Allokationen im Fall n =
2 und L = 2 wie folgt unterscheiden. Gegeben z = (z1,25) € Z, bezeichne
Z die Allokation, die dadurch entsteht, daft Agent 1 und 2 ihre Giiterbiindel
austauschen, also
Z = (29,21).

Geometrisch erhélt man die Allokation z, indem man die Allokation z am
Mittelpunkt (%, %) der Edgeworth-Box spiegelt. Agent 1 ist neidfrei bei der
Allokation z genau dann, wenn Z unterhalb (oder auf) der Indifferenzkurve
durch z liegt. D.h. Agent 1 wiirde ihr Giiterbiindel nicht mit dem von Agent
2 tauschen wollen. Analog dazu ist Agent 2 bei z genau dann neidfrei, wenn
z oberhalb (oder auf) der Indifferenzkurve von Agent 2 durch z liegt. Die
folgenden Diagramme illustrieren die verschiedenen Mdoglichkeiten.

A

1 l 2 A
Abb.3: z ist neidfrei
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Abb.5: z ist nicht neidfrei (Agent 2 ist neidisch)

Beachte, dafk beide obigen Allokationen effizient sind. Gegenseitiger Neid bei
der Allokation z (also zo =1 21 und z; =2 29) bedeutet, dak z nicht effizi-
ent ist: Beide Agenten wiirden sich durch Tausch ihrer Giiterbiindel besser
stellen:

1

Abb.6: z ist nicht effizient, da beide Agenten neidisch sind

Andererseits impliziert Neidfreiheit nicht notwendigerweise Effizienz. Bei-
spielsweise ist die Gleichverteilung (%, ey %) immer neidfrei, aber im allge-
meinen nicht effizient (siehe z.B. die Gleichverteilung in Abbildung 2 oben).
Ein weiteres Beispiel einer neidfreien aber nicht effizienten Allokation ist die

Allokation z in Abbildung 3.
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Notation Im folgenden bezeichnen wir mit NDp, EDLBp bzw. EFp die
Menge aller effizienten Allokationen in ND, EDLB bzw. EF.

Wir wollen nun untersuchen, unter welchen Umstinden FFp nicht-leer ist,
d.h. unter welchen Umstinden neidfreie und effiziente Allokationen existie-
ren. Die Antwort lautet: Sofern es ein Walrasianisches Gleichgewicht ausge-
hend von der Gleichverteilung der Ressourcen gibt, gibt es auch mindestens
eine neidfreie und effiziente Allokation.

Definition Eine Allokation z* € Z zusammen mit einem Preisvektor p* =
((pY)*, ..., (p*)*) heilt ein Walrasianisches Gleichgewicht ausgehend von der
Gleichverteilung (EDWEq), falls fiir alle Agenten ¢ die folgende Bedingung
erfiillt ist. Fiir alle z; in ¢’s Budgetmenge

* * * Q
Bi(p)::{ziERJLr:p sz < p g}

gilt 7 >=; z;. Mit anderen Worten, z} ist nutzenmaximal in ¢’s Budgetmenge
(die wiederum durch die Gleichverteilung der Ressourcen und den Preisvek-
tor p* bestimmt ist).

Satz 1.1 Es sei [x*,p*] ein EDWEq. Dann ist die Allokation x* effizient und
neidfres.

Beweis Zunichst bemerken wir, daft wegen der Monotonie der individuel-
len Préferenzen jedes Walrasianische Gleichgewicht effizient ist (das ist das
1.Wohlfahrtstheorem). Ein genauer Beweis dieser Aussage findet sich z.B. in
Mas-Colell, Whinston und Green (1995, S.549). Die Intuition ist aber sehr
einfach: Angenommen wir wollen Agent ¢ ausgehend von x* verbessern. Da z*
©’s Nutzen in ihrem Budget maximiert, ist das nur mdglich, wenn ¢ ein Giiter-
biindel ausserhalb ihres Budgets erhilt. Wegen der Erreichbarkeit muf dann
aber ein anderer Agent j ein Giiterbiindel strikt innerhalb seines Budgets
B;(p*) konsumieren. Wegen der Monotonie von =; wiirde Agent j dadurch
schlechter gestellt.

Wir miissen also nur noch zeigen, dafs z* neidfrei ist. Das folgt aber sofort
aus der Tatsache, daf alle Agenten aus derselben Budgetmenge wihlen. Es
gilt ndmlich B;(p*) = B;(p*) fiir alle 4, j, da alle Agenten dieselbe Anfangs-
ausstattung besitzen.

Die folgende Abbildung illustriert die Lage eines EDWEq.
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. _ Y
| Steigung )

—

1
Abb.7: x* ist ein EDWEq

Bemerkung Im Beweis von Satz 1.1 wurde Konvexitit der individuellen
Priferenzen nicht explizit benutzt. Man beachte aber, daf in Satz 1.1 die
Existenz eines Walrasianischen Gleichgewichts vorausgesetzt ist. Zu den Stan-
dardbedingungen, die die Existenz eines solchen Gleichgewichts garantieren
gehort aber auch die Konvexitit der Préferenzen.

Wir beschliessen diesen Abschnitt mit einer graphischen Bestimmung aller
neidfreien Allokationen im Fall n = 2 und L = 2. Eine Allokation z € Z liegt
auf der envy-boundary von Agent 1, falls gilt z ~; z. Die envy-boundary von
Agent 1 hat typischerweise die folgende Gestalt:

A

envy —

boundary
von Ag.1l —|

1 3
Abb.8: Die envy-boundary von Agent 1

Beachte, dak es Allokationen auf der envy-boundary von Agent 1 geben kann,
die nicht die equal-division-lower-bound erfiillen. Die Allokation z in Abbil-
dung 8 ist ein solcher Punkt.

Trigt man analog auch die envy-boundary von Agent 2 in das Diagramm
ein, so ergibt sich folgendes Bild:
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A‘ 2
. Ag.2 neidisch
geg%?s%ltlger auf Ag.1
el ™
(Q Q) envy bound
PREP) Yy boundary von
Agent 1
Ag.1 neidisch / bound
auf Ag.2 envy boundary von
L Agent 2
neidfrei
\
1 ,

Abb.9: Die Menge aller neidfreien Allokationen im Falln = L = 2

1.5 Gleichbehandlung und Pareto-Indifferenz

Definition Eine Lisung (des Gerechtigkeitsproblems) ist einfach eine Teil-
menge L(Z) C Z der Menge aller erreichbaren Allokationen.

Besteht man auf dem Kriterium der Effizienz, so sind die bisher vorgestellten
Kandidaten fiir eine Losung also NDp, EDLBp und EFp.

Die folgenden beiden Eigenschaften einer Losung scheinen plausibel zu
sein.

Bedingung (ETE) (Equal-treatment-of-equals) Falls »=;=>; fiir alle i, j, so
soll fiir jedes Element z € L(Z) gelten z; ~; z; fiir alle ¢, j.

Bedingung (PI) (Pareto-Indifferenz) Falls z € L(Z) und fiir alle ¢, 2’ ~; 2,
so auch 2’ € L(Z).

Die Bedingung (ETE) besagt, daf alle Agenten in jeder Losung indifferent
zwischen ihrem Giiterbiindel und dem jedes anderen Agenten sein sollen, falls
alle Agenten dieselbe Préferenzordnung besitzen. Die Bedingung (PT) besagt,
dak mit z auch 2z’ eine Losung sein soll, falls alle Agenten indifferent zwischen
z und z sind.

Es ist klar, daf die Losungen EF bzw. EFp die Bedingung (ETE) erfiil-
len: Ist nédmlich 2z neidfrei, so gilt z; =; z; und z; =, z; wegen »=;=~; gilt
daher z; ~; z;. Andererseits erfiillt die Losung NDp die Bedingung (ETE)
nicht (Gegenbeispiel: Ubungsaufgabe). Die Losung EDLBp erfiillt (ETE)
nur, wenn die individuellen Priferenzen konvex sind (Beweis: Ubungsaufga-

be).
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Im Gegensatz zur Losung EDLBp, erfiillen die Losungen NDp und EFp
die Bedingung (PI) nicht. Die folgende Abbildung zeigt, daf sowohl N Dp
als auch EFp die Bedingung (PI) verletzen kénnen: Die Allokationen z und
Z" sind Pareto-indifferent, z ist neidfrei und erfiillt no-domination, aber 2’ ist
weder neidfrei noch erfiillt 2z’ no-domination:

R

1 2
Abb.10: Die Lisungen NDp und EFp erfillen nicht (PI)

Ein weiteres Beispiel dafiir, daf die Bedingung (PI) durch die Losung EFp
verletzt sein kann, ist das folgende:

Beispiel Betrachte n = 3, L = 2, Q = (1,1) und die Nutzenfunktionen
up (2, %) = min{z!, 2%}, sowie uy(z!, 2?) = uz(x!, 2?) = 2! + 22. Die Al-
lokationen z und 2’ seien wie folgt gegeben: z = ((0,0),(1,0),(0,1)) und
2 =((0,0),(3,3),(5,3)) Es gilt z € EFp und z ~; 2’ fiir i = 1,2, 3, aber
2 ¢ EF.

1.6 Egalitire Aquivalenz

Wir kommen nun zu einem anderen wichtigen in der Literatur vorgeschlage-
nen Kriterium:

Definition Eine Allokation z € Z heilt egalitdir dquivalent (egalitarian equi-
valent), falls es ein Giiterbiindel zy € RJLr gibt, derart daf fiir alle Agenten
i gilt z; ~; xo. Es ist dabei nicht gefordert, dak die Allokation (z, ..., xo)
erreichbar ist. Die Menge aller egalitir dquivalenten Allokationen wird mit
E'FE bezeichnet, die Menge der zusétzlich effizienten Allokationen mit FEp.

Die folgende Abbildung illustriert das Kriterium der egalitiren Aquivalenz fiir
den Fall n = 2 und L = 2. Im Gegensatz zu den obigen Abbildungen handelt
es sich nicht um ein Edgeworth Diagramm, da der Konsum beider Agenten
vom iiblichen Nullpunkt her abgetragen ist. Graphisch bedeutet daher Er-
reichbarkeit von z, daf z; und 2, durch Spiegelung am Punkt % auseinander
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hervorgehen. Beachte auch, daf die Allokation (z¢, zo) in der abgebildeten Si-
tuation nicht erreichbar ist (denn das “Referenzbiindel” zy enthélt von beiden
Giitern mehr als die Hélfte der jeweils verfiigbaren Menge).

Gut 2

A

" Gut 1
Abb.11: Eine egalitir dquivalente Allokation z

Satz 1.2 Es existieren immer effiziente und egalitdr dquivalente Allokatio-
nen, d.h. EEp ist nicht-leer.

Beweis Es sei r € RY ein beliebiges Giiterbiindel mit r! > 0 fiir alle I. Wei-
terhin sei u; eine Nutzenfunktion fiir Agent ¢ mit u;(0,...,0) = 0. Betrachte
fiir t > 0 den Nutzenvektor (ui(t-7),...,u,(t - 7)). Es sei t* das maximale ¢
derart, dafs es eine erreichbare Allokation z € Z mit

(u1(2), ooy un(2)) = (ur (E* - 7), ooy up (£ - 1))

gibt. Offensichtlich ist dieses z effizient und es gilt z ~; xg, falls zq :=t* - r.

Bemerkung 1 Offensichtlich erfiillt die Losung E'Ep sowohl die Bedingung
(ETE) als auch (PI).

Bemerkung 2 Falls n = 2, gilt FF C EFE. Dies laft sich anhand der
folgenden Abbildung einsehen: Ist z neidfrei, so muss 2o unterhalb der In-
differenzkurve von Agent 1 durch z; liegen; ebenso muss z; unterhalb der
Indifferenzkurve von Agent 2 durch 2, liegen. Aber dann miissen sich die
Indifferenzkurven schneiden. Der Schnittpunkt ist dann das Referenzbiindel
o aus der Definition von FE.
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Abb.12: Im Fall n = 2 impliziert Neidfreiheit egalitire Aquivalenz

Fiir n > 2 gilt diese Aussage nicht mehr. Die folgende Abbildung zeigt
fiir n = 3 das EDWEq x*. Nach Satz 1.1 ist z* ein Element von EFp.
Andererseits ist £* nicht egalitir dquivalent, da es keinen Punkt gibt, in dem
sich alle drei Indifferenzkurven schneiden.

A

Abb.13: Das EDWEq x* ist nicht egalitdr dquivalent

Bemerkung 3 Das folgende Beispiel zeigt, daf umgekehrt aus der egalitiren
Aquivalenz nicht die Neidfreiheit folgt. Es sei n = 2, L = 2, Q = (1,1),
up (2!, 2?) = min{z!, 22} und uy(zt,2%) = 2! + 2. Dann ist die Allokation
z = ((0,0),(1,1)) effizient und egalitidr dquivalent mit dem Referenzbiindel
xo = (2,0). Aber natiirlich ist z nicht neidfrei (Agent 1 beneidet Agent 2).

Das Beispiel wirft ein ernstes Problem fiir das Konzept der egalitiren
Aquivalenz auf: Im Beispiel gilt z € EEp, obwohl z no-domination verletzt.
Man kann sogar Okonomien konstruieren, in denen jede effiziente und egalitér
dquivalente Allokation no-domination verletzt! Diesem (gewichtigen) Nach-
teil es Kriteriums der egalitiren Aquivalenz steht der Vorteil gegeniiber, daf
EFEp unter sehr allgemeinen Umstédnden nicht-leer ist. Diese Tatsache ist
insbesondere in Okonomien mit Produktion, denen wir uns nun zuwenden
wollen, von Bedeutung.
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2  TFaire Allokationen in Okonomien mit
Produktion

Wir betrachten neben den bisherigen Konsumgiitern nun noch ein weiteres
Gut, namlich “Freizeit”. Es bezeichne [; die von Agent ¢ konsumierte Freizeit.
Der Einfachheit halber normieren wir die gesamte zur Verfiigung stehende
Zeit pro Periode auf 1, d.h. [; € [0, 1]. Wir kénnen also 1 —[; mit der Arbeits-
zeit von ¢ identifizieren. Zur Vereinfachung betrachten wir ausser Freizeit nur
noch ein anderes Gut, ndmlich = (“Konsum”), das durch Arbeit hergestellt
werden muf. Eine Allokation z ist eine Liste z = ((I1,21), ..., ({4, ,)). Eine
solche Allokation ist neidfrei, falls fiir alle ¢, j gilt

(L, 5) = (I, 25).

Die Existenz von effizienten und egalitdr dquivalenten Allokationen ist
auch in diesem erweiterten Rahmen unter sehr allgemeinen Bedingungen ge-
sichert (mit einem dhnlichen Argument wie in Satz 1.2). Andererseits brau-
chen effiziente und neidfreie Allokationen nicht mehr zu existieren, wie das
folgende Beispiel zeigt.

Beispiel Es gebe zwei Agenten, ein produziertes Gut x und Freizeit. Die
Nutzenfunktionen seien wie folgt gegeben:

11
ur(ly, ) = ZI+EI1’

Ug(lg, ZEQ) == lQ + 2%2.

Beachte, daf Freizeit (relativ zu Konsum) fiir Agent 1 wichtiger ist als fiir
Agent 2.

Die Produktionsméglichkeiten sind durch folgende Bedingung beschrie-
ben. Eine Allokation ((I1,z1), (l2,z2)) ist erreichbar, falls

1
$1+$2§1—l1+ro(1—l2)

Beachte, daft Agent 1 produktiver als Agent 2 ist: mit dem Einsatz einer
Arbeitseinheit produziert Agent 1 zehnmal mehr Einheiten des Konsumgutes.

Wir wollen nun eine notwendige Bedingung fiir die Effizienz einer erreich-
baren Allokation z ableiten.
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Behauptung Falls z effizient ist, dann gilt (i) [y = 0 (Agent 1 hat keine
Freizeit) und (ii) [lz < 1 und 29 = 0] oder I, = 1 (Agent 2 konsumiert nichts
oder arbeitet nicht).

Beweis (i) Angenommen z ist erreichbar und [; > 0. Betrachte die erreich-
bare Allokation (2, z9), wobei Z; = (I1 — €, 21 + €) und € > 0 geniigend klein.
Wegen der Form von wu; gilt, dalk Agent 1 die Allokation (Z1, z5) strikt be-
vorzugen wiirde. Da Agent 2 unberiihrt bleibt, ist also z nicht effizient. Das
heifst aber, daf in jeder effizienten Allokation [; = 0 gelten muf.

(ii) Angenommen z ist erreichbar mit [ < 1 und z5 > 0. Betrachte die er-
reichbare Allokation (21, 22), wobei Z; = (I2 + €, 72 — {5) und € > 0 geniigend
klein. Man priift nun leicht nach, da us(Z2) > ua(z2), d.h. Agent 2 wiirde Z;
strikt gegeniiber zo bevorzugen. Das bedeutet aber, dafs z nicht effizient sein
kann. Daraus folgt, dak in jeder effizienten Allokation Iy = 1 oder [l; < 1 und
x9 = 0] gelten muk.

Wir haben also bisher gezeigt, dak jede effiziente Allokation entweder von
der Form

a) z = ((0,1+4 52),(I,0)) fiir ein I, € [0, 1], oder
b) z = ((0,1 — x5), (1, 29)) fiir ein x5 € [0, 1]

sein muk. Wir wollen nun zeigen, daf keine dieser Allokationen neidfrei sein
kann.

Betrachte zundchst die Allokationen der Form a). Man sieht leicht, daf
fiir alle solche Allokationen us (0,1 + 452) > uy(l5,0) gilt, d.h. Agent 2 be-
neidet Agent 1. Betrachte nun die Allokationen der Form b). Agent 1 ist bei
diesen Allokationen genau dann neidfrei, wenn gilt uy (0,1 — z2) > uy (1, z2).
Man rechnet leicht nach, dak dies genau dann der Fall ist, wenn x5 < é
Agent 2 ist bei den Allokationen der Form b) genau dann neidfrei, wenn gilt
us(1,29) > ug(0,1 — x3). Man rechnet leicht nach, daf dies genau dann gilt,
wenn ro > i. Da x5 nicht gleichzeitig kleiner gleich % und grosser gleich i
sein kann, folgt also auch fiir die Allokationen der Form b), daf keine von
ihnen neidfrei ist. Insgesamt ist damit gezeigt, daf es in der gegebenen Oko-
nomie keine effizienten und neidfreien Allokationen geben kann.

Bemerkung 1 Das Problem im obigen Beispiel liegt darin, dafl der produk-
tivere Agent 1 gleichzeitig mehr Wert auf Freizeit legt. Im Fall L = 2 kann
man zeigen, dafs FFp nicht-leer ist, falls die produktiveren Agenten auch
immer mehr Wert auf Konsum legen (“single-crossing property”). Allgemein
ist £ Fp immer nicht leer, falls entweder alle Agenten gleich produktiv sind



OKONOMISCHE THEORIEN DER GERECHTIGKEIT SS 2004 16

oder falls sie dieselbe relative Wertschitzung fiir Konsum haben. Das Pro-
blem mit diesen positiven Resultaten ist, dafs die Voraussetzungen extrem
restriktiv sind (Warum soll es nicht produktivere Agenten mit einer hoheren
Wertschitzung fiir Freizeit geben?).

Bemerkung 2 In der Literatur wurden einige Vorschlige gemacht, um dem
Problem der Nicht-Existenz von effizienten und neidfreien Allokationen zu
begegnen. Einer davon lautet folgendermassen.

Definition Eine Allokation z heilst output-adjusted envy-free, falls fiir alle ¢
gilt (I;, ;) =; (l;(Z;), z;), wobei Z; das von j tatsichlich produzierte Giiter-
biindel bezeichnet und 1—1;(Z;) die Arbeitszeit, die Agent ¢ benétigen wiirde,
um z; herzustellen.

Man kann zeigen, daf es immer effiziente und output-adjusted envy-free Al-
lokationen gibt. Der Vorschlag birgt aber betréchtliche Probleme. Erstens ist
die Definition nur bei konstanten Skalenertrigen anwendbar (sonst macht die
Phrase “das von j tatsédchlich produzierte Giiterbiindel” keinen Sinn). Zwei-
tens ist das Kriterium unter Gerechtigkeitsaspekten durchaus angreifbar. Die
vorgeschlagene Definition begiinstigt ndmlich die produktiveren Agenten in
einer ungerechtfertigten Weise. Zum Beispiel wird kein Unterschied zwischen
angeborenen und (kostspielig) erworbenen Fihigkeiten (Produktivitét) ge-
macht.

3 Faire Allokation unteilbarer Giuter

Bisher haben wir angenommen, daf alle Giiter beliebig teilbar sind. Viele
Giiter (z.B. Immobilien, Mobelstiicke, zu verrichtende Arbeiten, etc.) sind
aber nicht beliebig teilbar. Dieser Tatsache wollen wir nun Rechnung tragen
und in diesem Abschnitt auch unteilbare Giiter betrachten.

Die verfiigbaren Ressourcen der Okonomie bestehen aus einer Menge von
unteilbaren Giitern A = {«, 3,7, ...} und einem Geldbetrag M > 0. Der
Einfachheit halber werden wir im folgenden annehmen, dafs es genauso viele
Giiter wie Agenten gibt, also dafl die Anzahl der Elemente von A gleich n
ist.? Zusétzlich werden wir annehmen, daf jeder Agent genau ein unteilbares

2Diese Annahme ist weniger restriktiv als es den Anschein hat. Gibt es beispielsweise
weniger unteilbare Giiter als Agenten, so kdnnte man “virtuelle” Giiter einfiihren, aus denen
kein Agent einen Nutzen zieht. Gibt es mehr unteilbare Giiter als Agenten, so konnte man
“virtuelle” Agenten einfiihren, die nur aus Geld Nutzen ziehen.
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Gut erhalten muf. Eine erreichbare Allokation z € Z ist daher eine Liste
(m, o), wobei m = (my,...,m,) € R" der Bedingung >, m; = M geniigt
und o : N — A eine eins-zu-eins Abbildung ist. Fiir jedes ¢, gibt m; den
Geldbetrag an, den Agent ¢ erhiilt (beachte, daf m; negativ sein kann). Die
Abbildung o gibt an, welcher Agent welches Gut erhilt, wobei o (i) das Gut
von Agent i. Also falls z = (m,0), so ist z; = (m;,0(i)) das Biindel von
Agent 1.

Wir werden annehmen, dafs die Praferenzen >; der Agenten zusitzlich
zu den iiblichen Annahmen (Reflexivitéit, Transitivitdt und Vollstéindigkeit)
folgende beiden Bedingungen erfiillen. Fiir alle & € A und m; > m/) gilt
(m;, ) =; (m}, ), d.h. die Préiferenzen sind strikt monoton im Geldbetrag.
Ausserdem gelte fiir alle ¢ das folgende “Kompensationsprinzip”. Zu jedem
Biindel (m;, @) und jedem Gut 5 € A gibt es einen Geldbetrag m, € R derart,
dak (m;, a) ~; (m}, 3). Diese Bedingung bedeutet, dak ausgehend von jedem
Biindel (m;, ) die Agentin i durch einen Geldbetrag m] dafiir kompensiert
werden kann, dafs sie statt dem Gut o das Gut 3 erhélt. Graphisch konnen die
Priferenzen wie folgt veranschaulicht werden. Fiir jedes Gut in A wird eine
“Gzeldachse” eingezeichnet. Je weiter rechts ein Biindel auf einer dieser Achsen
liegt, desto mehr Geld enthélt es. Eine Indifferenzkurve verbindet indifferente
Biindel auf den verschiedenen Achsen (wegen der strikten Monotonie in Geld
kann ein Biindel nie indifferent zu einem Punkt auf derselben Achse sein).

;

B =4 /<m', j
|
0

Abb.14: Indifferenzkurven mit unteilbaren Gutern und Geld

Eine Allokation (m,o) ist neidfrei, falls fiir alle Paare von Agenten i, j
gilt (m;,0(i)) =; (m;,0(j)). Die folgenden Abbildungen zeigen jeweils eine
nicht-neidfreie und eine neidfreie Allokation.
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Abb.15: Agent 1 beneidet bei z Agent 2
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Abb.16: FEine neidfreie Allokation z

Verlangt man m; > 0, dann kann es sein, dak es keine neidfreien Alloka-
tionen gibt. Ist zum Beispiel n = 2, M = 0 und bevorzugen beide Agenten
dasselbe Gut, so kann die Agentin, die das schlechtere Gut erhilt dafiir nicht
kompensiert werden und ist daher auf den anderen Agenten neidisch. An-
dererseits gilt, falls m; auch negative Werte annehmen darf, das folgende
Resultat.

Satz 1.3 Fliir gentigend grosses M existieren immer neidfreie Allokationen

Beweis Wir betrachten nur den Fall n = 2 (der allgemeine Fall ist etwas
schwieriger). Es seien a und § die beiden unteilbaren Giiter. Betrachte das
Biindel (0, «) und wihle (geméf des Kompensationsprinzips) einen Geldbe-
trag m so, dab gilt (0,«) ~q (m,3). Wenn M geniigend gross ist, existiert
immer ein solcher Betrag m < M. Beachte, daf m aber auch negativ sein
kann (ndmlich dann, wenn Agent 1 (0, 3) strikt gegeniiber (0, «) bevorzugt).
Wihle nun eine Allokation derart, daf Agent 2 das bevorzugte der beiden
Biindel (0,«) und (m,3) erhilt. Das andere dieser beiden Biindel erhélt
Agent 1. Offensichtlich ist diese Allokation neidfrei (denn Agent 2 erhélt sein
bevorzugtes Biindel und Agent 1 ist indifferent). Verteile nun den eventu-
ell noch zur Verfiigung stehenden Geldbetrag auf die beiden Biindel so, dafs
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Agent 1 immer noch indifferent bleibt.®> Nun gebe wiederum Agent 2 das
bevorzugte der beiden Biindel. Die resultierende Allokation ist neidfrei und
erreichbar.

Im Gegensatz zum Fall beliebig teilbarer Giiter gilt im hier betrachteten
Rahmen das folgende wichtige Resultat.

Satz 1.4 Jede neidfreie erreichbare Allokation ist effizient.

Beweis Es sei z = (m, o) eine neidfreie Allokation. Fiir jedes i € N und jedes
a € A sei m!, € R der Betrag, fiir den z; ~; (m, ) gilt. Wegen z; =; z;
fiir alle 4, 7, gilt (7”nf7(j)7 a(j)) =i (mj,o(j)) fiir alle ¢, j. Insbesondere gilt also
wegen der Monotonie der Praferenzen im Geldbetrag

Angenommen nun es gibt eine Allokation 2’ = (m/, 0’) mit 2z’ =; z fiir alle 1,
wobei mindestens eine Préferenz strikt ist. Dann gilt fiir alle ¢

(m;7oj(i)) = (m,,U(Z)) ~i (mi’(i)vg,@))a

wobei mindestens eine der Préferenzen auf der linken Seite strikt ist. Wegen
der Monotonie im Geldbetrag gilt daher m; > mf,,(i) mit mindestens einer
strikten Ungleichung. Wegen (3.1) gilt daher fiir alle i

m; Z mf,,(l-) Z mg—l(gl(i)) (32)

mit mindestens einer strikten Ungleichung. Da {o=!(0/(i)) : i € N} = A, gilt
also wegen (3.2),

n n
domi > my =M,
i=1 i=1
also ist 2’ nicht erreichbar. Aber das heifst, daf z effizient ist.

Egalitir dquivalente Allokationen existieren auch im Fall unteilbarer Giiter
unter den getroffenen Annahmen. Dies kann man sich wie folgt klarmachen.
Betrachte fiir ein beliebiges Gut « das Referenzbiindel zq = (myg, ). Wihle
nun eine Zuordnung o der unteilbaren Giiter, und wahle m; so dak fiir alle
i gilt (m;,0(i)) ~; xo. Beachte, da natiirlich m; = myg sein muf fiir den
Agenten j, der Gut « erhélt. Ist mg sehr klein (eventuell negativ) wird auch

3Damit dies immer mdglich ist, bendtigt man strenggenommen noch eine geeignete
Stetigkeitsbedingung.
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> m; klein. Ist mg hingegen grofs, so mufs auch >, m; grofs sein. Fiir einen
Zwischenwert von my ist daher die Allokation z = (m, o) erreichbar, und per
Konstruktion ist diese Allokation egalitir dquivalent. Beachte, dafs o beliebig
gewihlt werden kann, insbesondere gibt es also mindestens so viele egalitar
aquivalente Allokationen wie Giiter. Die folgende Abbildung illustriert eine
egalitir dquivalente Allokation fiir n = 3

3 12
v Z3\_, g
5 \/
%)
a ¥ >
Z1 = 2o

Abb.17: FEine egalitir dquivalente Allokation z
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4 Arrow’s Unmoglichkeitstheorem

In diesem Kapitel wollen wir die Moglichkeit untersuchen, eine gerechte Al-
lokation, oder allgemeiner: einen gerechten sozialen Zustand, mit Hilfe eines
geeigneten Wahlverfahrens herbeizufiihren. Betrachten wir folgendes Beispiel.
Fiinf Gemeinden A, B, C, D, F mit gleicher Einwohnerzahl miissen entschei-
den, wo eine gemeinsam zu nutzende Einrichtung (z.B. ein Kinocenter, oder
ein Krankenhaus, etc.) errichtet werden soll. Die Gemeinden sind durch ein
Strakennetz miteinander verbunden, und die &ffentliche Einrichtung kann an
jeder Stelle entlang des Strafennetzes errichtet werden. Die folgende Abbil-
dung zeigt das Strafennetz mit der Lage der Gemeinden und den jeweiligen
Entfernungen in Kilometern (der Punkt wq bezeichnet nur die Weggabelung):

D
Abb.18: Wahl des Standorts einer dffentlichen Finrichtung

Betrachten wir zuerst die paarweise Mehrheitsabstimmung. Man priift
leicht nach, daf der Standort in der Gemeinde C' gegen jeden anderen Stand-
ort x entlang des Strakennetzes bei einer Mehrheitswahl gewinnt, falls al-
le Gemeinden einen n&heren Standort bevorzugen. Liegt ndmlich x rechts
von (', so wird die Mehrheit bestehend aus A, B und C fiir C' und gegen x
stimmen. Liegt andererseits x auf einem der Wege links von C, so werden
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immer mindestens C, D und E fir C' stimmen. Eine Alternative, die ge-
gen jede andere Alternative bei paarweiser Mehrheitsabstimmung gewinnt,
heift Condorcet-Gewinner. Mit anderen Worten, im obigen Beispiel ist der
Standort C' ein Condorcet-Gewinner. Das Problem der paarweisen Mehr-
heitsabsimmung ist aber, dal ein Condorcet-Gewinner im allgemeinen nicht
existieren braucht.

Beispiel: Das “Wahlparadox”Betrachte drei Agenten 1,2, 3, die iiber die
drei Alternativen x,y,z zu entscheiden haben. Die Praferenzen der Agen-
ten seien wie folgt gegeben (weiter oben stehende Alternativen werden strikt
bevorzugt):

ST SR
8 N N
<S8 w|lw

In dieser Situation gewinnt die Alternative x gegen y mit einer Mehrheit von
2 : 1 Stimmen; auflerdem gewinnt y gegen z mit 2 : 1 Stimmen. Insbesondere
kommen also weder y noch z als Gewinner der Wahl in Frage. Das Problem
ist, daf auch x verliert, und zwar gegen z: wiederum eine Mehrheit von 2 : 1
wiirde beim paarweisen Vergleich zwischen x und z fiir z stimmen. Mit an-
deren Worten: keine Alternative kommt in dieser Situation als Ergebnis der
paarweisen Mehrheitsabstimmung in Frage.

In seinem berithmten Buch “Social Choice and Individual Values” (1951,
2. Auflage 1963) hat Kenneth Arrow folgende Frage gestellt: Gibt es iiber-
haupt ein geeignetes Wahlverfahren, das in jeder moglichen Situation eine
konsistente Entscheidung herbeifiihrt? Sein beriihmtes “Unmoglichkeitstheo-
rem” beantwortet diese Frage negativ.

Es bezeichne X eine endliche Menge von sozialen Zustinden (z.B. Giite-
rallokationen). Die Menge der Agenten sei N = {1, ...,4,...,n}. Jeder Agent i
besitzt eine reflexive, transitive und vollstdndige Praferenzordnung >, iiber
den Elementen von X. Es bezeichne R die Menge aller solchen Préferenzord-
nungen.

Definition Eine Arrowsche Soziale Wohlfahrtsfunktion (SWF) ist eine Ab-
bildung F' : R" — R, die jedem Profil (>=1,...,>=,) von individuellen Prife-
renzordnungen eine soziale Priferenz == F (>, ..., =,) zuordnet.

Beachte, dafs wir in dieser Definition angenommen haben, daf eine SWF fiir
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alle logisch moglichen Kombinationen von individuellen Priferenzordnungen
eine soziale Priferenz liefern mufs, d.h. eine SWF erfiillt folgende Bedingung.

Bedingung (U) (Unrestricted Domain) F ist auf der Menge R™ aller logisch
moglichen Praferenzprofile definiert.

Beachte aukerdem, daf die paarweise Mehrheitswahlregel keine SWFE im obi-
gen Sinne ist, da die erzeugte soziale Préferenz nicht immer transitiv ist.
7.B. gilt im obigen Wahlparadox fiir die soziale Priferenz x > y, y > 2z und
z > x. Wir wollen nun anhand einiger Beispiele die zusatzlichen Bedingun-
gen, die Arrow an eine SF'W stellt, motivieren.

Beispiel 1 Wihle eine feste Priferenzordnung =° auf X, und definiere
F(=1,..., =) == fiir alle Profile (=1,...,=,). Mit anderen Worten, F°
schreibt die soziale Priferenz > vor, egal welche Priaferenzen die Individuen
haben. Das Problem mit dieser SWEF ist offensichtlich, daf die individuel-
len Préferenzen fiir die Entscheidung iiberhaupt keine Rolle spielen. Es sei
zum Beispiel y die beste soziale Alternative geméf der sozialen Préferenz
=Y. Dann wiirde immer y gewihlt werden, und zwar auch dann, wenn es eine
Alternative x gibt, die jeder Agent strikt gegeniiber y bevorzugt. Um eine
solche Situation zu vermeiden, lautet Arrow’s erste Forderung.

Bedingung (WP) (Weak Pareto) Falls fiir alle 7 gilt >, y, dann soll gelten
x = y, wobei = die zum Profil (>, ...,>,) gehorende soziale Priferenz ist
(also == F (=1, ..., =n))-

Beispiel 2 Wihle einen festen Agenten k und setze fiir alle Praferenzprofile
(%1, ey =), FE(=1, ..., =) :=>=. Mit anderen Worten, egal wie die Priiferen-
zen der Agenten im einzelnen aussehen, die soziale Praferenz stimmt immer
mit der Préferenz von Agent k iiberein (was immer & fiir Priaferenzen haben
mag). Eine solche SWF heifst “diktatorisch” (mit Diktator k). Allgemein:

Definition Eine SWF F' heifst diktatorisch, falls es einen Agenten k gibt, der-
art dafs fir alle (>, ..., >=,) gilt: © =, y = = > y, wobeil == F(x1,...,=,).

Beispiel 3 (Die Borda-Regel) Das folgende Wahlverfahren definiert ei-
ne SWEF, die (WP) erfiillt und nicht-diktatorisch ist. Die Menge X habe m
Elemente. Jeder Agent vergibt an jede Alternative Punkte, und zwar nach
folgendem Schema: die beste Alternative bekommt m Punkte, die zweitbeste
m — 1 Punkte, usw.* Sodann werden die individuellen Punkte fiir jede Alter-

4Der Einfachheit halber, nehmen wir hier an, da$ in den individuellen Priferenzen keine
Indifferenzen vorkommen.
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native aufsummiert. Die soziale Priferenz ergibt sich dann aus der Punkte-
summe der Alternativen. Betrachte das folgende konkrete Beispiel mit drei
Agenten und vier Alternativen:

Sf uve 8|~
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Die Punktesumme fiir = ist 9, fiir y ist sie 10, fiir 2z ist sie 5 und fiir w
lautet sie 6; d.h. die soziale Praferenz gemaft der Bordaregel lautet: y > gorda
T > Borda W > Borda 2- Angenommen nun, die Agenten erhalten die zusétzliche
Information, daf z und w so entscheidende Nachteile mit sich bringen, daf sie
nicht ernsthaft als Alternativen zu x und y in Betracht kommen. Mit anderen
Worten, nehmen wir an, die individuellen Rangordnungen veridndern sich auf
folgende Weise:

E u e 8]
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Der einzige Unterschied zu der vorhergehenden Situation ist, dafs nun die
Alternativen z und w immer unterhalb der Alternativen x und y stehen; die
relative Anordnung von x und y sowie die relative Anordnung von z und w
sind unveréndert geblieben (tatsdchlich hat sich nur die Priferenz von Agent
3 geéndert). Berechnen wir aber die Punktesumme in der zweiten Situation,
so ergibt sich, dal x nun 11 Punkte bekommt, y aber immer noch 10. Mit
anderen Worten, obwohl sich die relative Position zwischen x und y (den bei-
den aussichtsreichen Kandidaten) nicht verindert hat, gewinnt nun z statt
y. Die folgende Bedingung schliefst ein solches Verhalten einer Wahlregel aus.

Bedingung (I*?) (Binary Independence) Betrachte zwei Profile von Priife-
renzen (=1,..., =) und (=4, ..., =7 ) mit der jeweils zugehdrigen sozialen Pré-
ferenz == F(>1,...,=,) und ='= F (X, ..., =]). Falls fiir zwei Alternativen
x und y und alle ¢ gilt: x =; y < = = y (falls sich also die relative Position
von x und y fiir keinen Agenten beim Ubergang von = zu =’ #indert), so soll
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gelten x = y < = >’ y (d.h. die relative Position von z und y soll auch in
den jeweiligen sozialen Rangordnungen dieselbe bleiben).

Die Bedingung (I?) besagt also: Die einzige Information, die bendtigt wird,
um die relative Position von z und y in der sozialen Priferenz zu bestimmen,
ist die relative Position dieser beiden Alternativen in allen individuellen Pra-
ferenzordnungen.

Satz 4.1 (Arrow’s Unmoglichkeitstheorem) Fulls die Menge X minde-
stens drei Elemente hat, so ist jede SWF, die den Bedingungen (U), (WP)
und (1%) geniigt, diktatorisch.

Der Beweis von Satz 4.1 stiitzt sich auf zwei Hilfssitze (Lemmas), fiir die
wir noch folgende Definitionen ben&tigen. Wir betrachten im folgenden im-
mer eine fest vorgegebene SWE F, die den Bedingungen (U), (WP) und (I?)
gentigt. Die zu einem Profil (=1, ...,>,) gehorige soziale Priferenz unter F’
wird immer mit > bezeichnet.

Definition Eine Gruppe L C N heiltt entscheidungskriftig fiir x gegen vy,
falls gilt: fir alle (=1, ..., =), [z =; y fiir alle ¢ € L impliziert > y|. D.h. die
Gruppe L ist entscheidungskriftig fiir x gegen vy, falls eine einstimmige strikte
Préferenz fiir « gegeniiber y innerhalb der Gruppe L immer zu einer strikten
sozialen Préiferenz fiir x gegeniiber y fiihrt.

Eine Gruppe L C N heillt schwach entscheidungskriftig fiir x gegen 1y,
falls gilt: fiir alle (>1,...,>=,), [(x >; y fiir alle s € L und y >; z fiir alle
i ¢ L) impliziert = y|. D.h. die Gruppe L ist schwach entscheidungskréf-
tig fiir = gegen y, falls eine einstimmige strikte Préferenz fiir x gegeniiber
y innerhalb der Gruppe L immer zu einer strikten sozialen Préferenz fiir x
gegeniiber y fiihrt, falls alle anderen Agenten die entgegengesetzte Préiferenz
haben. Beachte, daf jede entscheidungskriftige Gruppe auch schwach ent-
scheidungskriiftig ist (denn sie kann ihre Préferenz durchsetzen, egal welche
Préferenz alle anderen Agenten haben).

Im folgenden wollen wir folgende Abkiirzungen benutzen: e(L,x,y) bedeu-
te “Gruppe L ist entscheidungskriiftig fiir x gegen y”; se(L,x,y) bedeute
“Gruppe L ist schwach eintscheidungskraftig fiir = gegen y”; schlieklich be-
deute e(L): “Gruppe L ist entscheidungskriftig fiir jede Alternative gegen
jede andere Alternative”.

Lemma 4.1 Angenommen es gibt ein bestimmtes Paar a,b € X derart, daf
se(L,a,b). Dann gilt e(L) (d.h. e(L,z,y) fir alle z,y € X.)
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Beweis Wir betrachten hier nur den Fall, daf x # a, b und y # a, b. Die Fille
x =a, r =>bbzw. y = a, y = b lassen sich mit vollig analogen Argumenten
behandeln.’

Aufgrund der Bedingung (U) kénnen wir folgendes Profil von Préferenzen
betrachten:

ielL|ieN\L

z T a
a bmy
b b>;a
y i

Beachte, dafs die Anordnung der Alternativen x und y fiir die Agenten in
N\ L offengelassen wird (insbesondere ist fiir i ¢ L sowohl = >; y als auch
y »; x vertriglich mit den Angaben im obigen Préferenzprofil). Bei jedem
Préferenzprofil mit den angegebenen Eigenschaften gilt x >, a fiir alle i € N
und b >; y fiir alle i € N. Wegen (WP) gilt also > a und b > y. An-
nahmegemifs gilt se(L,a,b); nun sind aber die Agenten in L die einzigen,
die a gegeniiber b strikt bevorzugen (alle anderen Agenten haben die entge-
gengesetzte strikte Priferenz). Also gilt wegen se(L, a,b), a = b. Wegen der
Transitivitit der sozialen Priferenz gilt daher insgesamt: x > y. Mit ande-
ren Worten, in der obigen Situation kann die Gruppe L ihre Priferenz fiir x
gegen y durchsetzen, und zwar unabhéngig davon, wie die relative Position
von z und y in den Préferenzen aller anderen Agenten ist. Wegen (I1?) muf
diese Aussage aber immer dann gelten, wenn die relative Position von = und
y so wie angegeben ist (unabhéingig davon, wie a und b angeordnet sind).
Das heift aber e(L, z,y) fiir alle z,y € X.

Lemma 4.2 Angenommen e(L) fir eine Gruppe L mit mindestens zwei Mit-
gliedern. Dann gibt es eine echte Untergruppe K C L mit e(K).

Beweis Falls L mindestens zwei Mitglieder hat, kann man L in zwei nicht-
leere Untergruppen L' und L” aufspalten mit L' N L” = () und L' U L” = L.
Wegen (U) konnen wir folgendes Priferenzprofil betrachten.

SEin vollstindiger Beweis findet sich in W.Bossert und F.Stehling: “Theorie kollektiver
Entscheidungen”, Springer Verlag (1990).
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iel |iel’|1eN\L

a b c
b c a
c a b

Wegen e(L) gilt in dieser Situation b > c. Wegen der Vollstandigkeit der
sozialen Priiferenz muf entweder (i) b > a, oder (ii) a = b gelten. Betrachten
wir zundchst den ersten Fall:

Fall (i): Die Agenten in L” sind die einzigen, die b gegeniiber a bevorzugen.
Falls also b > a gilt, so kann also die Gruppe L” in der obigen Situation ih-
re Préferenz durchsetzen, obwohl alle anderen Agenten die entgegengesetzte
Priferenz haben. Wegen (I?) gilt dies aber in jeder Situation, in der die rela-
tive Position von a und b so ist wie im angegebenen Préiferenzprofil. Aber das
bedeutet se(L”,b,a), und daher wegen Lemma 4.1, e(L"). In Fall (i) konnen
wir also K = L” setzen.

Fall (ii): Falls a = b, so gilt wegen b - ¢ und der Transitivitit a > ¢. Nun sind
aber die Agenten in L' die einzigen, die a gegeniiber ¢ bevorzugen. Analog
zu Fall (i) muf wegen (I?) also se(L’,a,c) gelten. Wiederum wegen Lemma
4.1 gilt dann e(L’), und wir kénnen daher in Fall (ii) K = L’ setzen.

Beweis von Satz 4.1 Wegen (WP) gilt e(V), d.h. die Gruppe aller Agenten
ist entscheidungskriftig fiir jedes Paar von Alternativen. Wegen Lemma 4.2
kénnen wir eine echte Untergruppe bilden, die immer noch entscheidungskraf-
tig ist. Solange diese Untergruppe mindestens zwei Agenten enthélt, konnen
wir nach Lemma 4.2 wieder eine echte Untergruppe finden, die entscheidungs-
kraftig ist. Dieser Prozess endet genau dann, wenn die letzte entscheidungs-
krafige Untergruppe nur noch einen Agenten enthilt. Ein einzelner entschei-
dungskraftiger Agent ist aber definitionsgeméf ein Diktator.
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5 Soziale Wohlfahrtsfunktionale und
interpersoneller Nutzenvergleich

Betrachten wir nochmals das Beispiel der Wahl des Standorts einer offent-
lichen Einrichtung aus dem letzten Kapitel (siehe Abb. 18). Wir hatten ge-
sehen, das der Standort C' unter allen Standorten entlang des Strakennetzes
der Condorcetgewinner ist (d.h. C' gewinnt bei paarweiser Mehrheitsabstim-
mung gegen jeden anderen Standort). Der Standort C' hat noch eine andere
interessante Eigenschaft: er minimiert unter allen Standorten entlang des
Strakennetzes die Summe der Distanzen zu den fiinf Gemeinden. Identifiziert
man den Nutzen u;(z) eines Standorts z fiir eine Gemeinde ¢ mit dem ne-
gativen Wert der Distanz, d.h. setzt man u;(x) = —d(z,i), so ist also der
Standort C' die utilitaristische Lésung: fiir jeden anderen Standort x gilt:

;ui(C) > ;Aul(x)

Konnen wir sagen, daf daher C' der “gerechteste” Standort ist? Angenom-
men die offentliche Einrichtung, um die es geht, sei ein Krankenhaus. Das
gemeinsam zu nutzende Krankenhaus in Gemeinde C' zu errichten, wiirde
zwar die gesamten Fahrtkosten minimieren, bevorzugt aber die Einwohner
der Gemeinde C' in einer starken Weise. Im Gegensatz zu den Einwohnern
von C, die keine Fahrtkosten haben, miifiten beispielweise die Einwohner der
Gemeinde E ganze 8 Kilometer zum Krankenhaus zuriicklegen. Man konn-
te argumentieren, dafs Gerechtigkeit verlangt, die Unterschiede zwischen den
Entfernungen so klein wie moglich zu halten. Gemaf dieses Prinzips wére der
geeignete Standort die Weggabelung wy. Denn in diesem Punkt ist die ma-
ximale Entfernung einer Gemeinde am geringsten (die Gemeinden B und E
miissen jeweils 5 Kilometer zuriicklegen). Mit anderen Worten, der Standort
wy ist die sogenannte mazimin Losung: fir jeden anderen Standort z gilt:
rginEui(wo) >

in _min u;().
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Wir haben also nun schon zwei mégliche Kandidaten fiir die “gerechte” Wahl
eines Standorts: die utilitaristische Losung und die maximin (oder Rawl-
sche, oder egalitire) Losung. Sowohl die utilitaristische als auch die maximin
Bewertung von sozialen Zustdnden sind Beispiele von sogenannten “Sozia-
len Wohlfahrtsfunktionalen”. Diese wollen wir nun allgemein definieren und
untersuchen.

5.1 Soziale Wohlfahrtsfunktionale

Es sei X wieder eine Menge von sozialen Zustinden oder sozialen Alterna-
tiven, wobei X im Gegensatz zum vorhergehenden Kapitel auch unendlich

sein darf. Es bezeichne U die Menge aller moglichen Nutzenfunktionen auf
X.

Definition Ein soziales Wohlfahrtsfunktional (SWF1) ist eine Abbildung
F :U" — R, die jedem Profil v = (uq,...,u,) von Nutzenfunktionen eine
soziale Priferenzordnung »=,= F'(u) zuordnet.

Wie schon bei einer Arrowschen SWF haben wir in der Definition bereits
folgende Bedingung vorausgesetzt:

Bedinung (U) (Unrestricted Domain) Ein SWF1 ist auf der Menge aller
logisch moglichen Nutzenfunktionsprofile definiert.

Ahnlich zu den Bedingungen aus Kapitel 4 werden wir folgende weitere Be-
dingungen fordern:

Bedingung (WP) (Weak Pareto) Falls beim Profil v fiir alle ¢ gilt u;(x) >
u;(y), so soll gelten = >, y, wobei =,= F(u).

Bedingung (I2) (Binary Independence) Betrachte zwei Nutzenfunktions-
profile v und «’ mit den jeweiligen sozialen Priferenzordnungen »=,= F(u)
und >/ = F(u'). Falls fiir die beiden Alternativen z und y und alle i gilt:
ui(z) = uj(z) und u;(y) = u}(y), so soll gelten = =, y & x =/ y.°

Bedingung (PI) (Pareto Indifferenz) Falls fiir zwei Alternativen z und y
gilt: u;(x) = u;(y) fiir alle 4, so soll x ~,, y gelten, wobei ~,, die zu >=,= F(u)
gehorende Indifferenzrelation ist.

Die beiden Bedingungen (I2) und (PI) lassen sich zu einer einzigen Bedin-

6Die Bedingung (I2) ist etwas schwicher als die Bedingung (I?), da nicht nur vor-
ausgesetzt wird, daf die relative Position von z und y in jeder individuellen Priferenz
unverdndert bleibt, sondern sogar die zu x und y gehorenden individuellen Nutzenwerte.
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gung zusammenfassen:

Bedingung (INW) (Independence of Non-Welfare Characteristics) Fiir alle
u, vy xyy, oy falls u(x) = o/ (2) und u(y) = o' (y'), so soll gelten z >, y <
=y

Die letzte Bedingung, die auch unter dem Namen “welfarism” bekannt ist,
besagt also, daft die relative Anordnung von zwei Alternativen = und y in
der sozialen Priferenz nur von den von diesen beiden Alternativen erzeugten
Nutzenvektoren (ui(x), ..., u,(z)) bzw. (ui(y), ..., un(y)) abhingen soll.

Lemma 5.1 Fin SWFI F, das (INW) erfiillt, geniigt auch den Bedingungen
(I?) und (PI). Umgekehrt erfillt jedes SWFI, das den Bedingungen (U), (I?)
und (PI) geniigt, auch die Bedingung (INW).

(Beweis: Ubungsaufgabe)

Die Bedeutung der Bedingung (INW) ist, dak sie die Bestimmung der
sozialen Praferenz fiir ein gegebenes Profil von Nutzenfunktionen dramatisch
vereinfacht. Im allgemeinen wird die soziale Rangfolge von x und y von dem
Profil der gesamten Nutzenfunktionen abhéngen; unter (INW) aber nur von
den zu z und y gehorenden Nutzenzahlen. Dies 1aft sich wie folgt prézisieren.

Definition Eine Abbildung W : R™ — R, die jedem Vektor (v, ...,1,)
von Nutzenzahlen eine reelle Zahl W (v, ..., v,) zuordnet, heift eine Bergson-
Samuelson Wohlfahrtsfunktion (BS-swf).

Definition Eine BS-swf W reprdisentiert das SWFI1 F, falls fiir alle z,y € X
und alle u gilt:
z iz y = Wlu(r) = Wu(y)),

wobei »=,= F(u).

Lemma 5.2 Es sei F' ein SWFI, das die Bedingung (U) und eine geeigne-
te Stetigkeitsbedingung erfillt. Dann erfillt F die Bedingung (INW) genau
dann, wenn F' durch eine BS-swf W reprisentiert werden kann.

Beweis Es ist klar, dals die Moglichkeit einer Représentation durch eine BS-
swf die Bedingung (INW) voraussetzt. Wir wollen nun umgekehrt zeigen, daf
die Bedingung (INW) auch hinreichend fiir die Existenz einer solchen Repri-
sentation ist. Gegeben F' definiere W wie folgt. Fiir zwei beliebig vorgegebene
Vektoren v = (vy, ..., 1,) und p = ({1, ..., ft,) wéhle zwei Alternativen = und
y, sowie ein Profil u von Nutzenfunktionen derart, daf u(z) = v und u(y) = p
(dies ist moglich wegen Bedingung (U)). Definiere nun eine Praferenzordnung
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=7 auf R™ durch:
VZF QST Y,

wobei =,= F(u). Wegen der Bedingung (INW) héngt diese Definition nicht
von der Wahl von x,y und u ab. Man kann leicht nachweisen, daf die so de-
finierte Relation > vollstandig und transitiv ist. Die “geeignete Stetigkeits-
bedingung” in der Aussage von Lemma 5.2 ist nun, dafs > als Relation auf
R" stetig sein soll. Dann existiert eine “Nutzenreprasentation” W : R — R
fiir >, und man sieht leicht, dafs W eine repriasentierende BS-swf fiir F' ist.

Bevor wir uns dem Problem des interpersonellen Nutzenvergleichs zuwen-
den, wollen wir einige Beispiele betrachten:

Beispiel 1: Das utilitaristische SWFI Das utilitaristische SWF1 F“ st
wie folgt definiert: F“(uy, ..., u,) :=="" wobei

r =iy e Y ui(r) > D uiy).
i=1 i=1

Die reprisentierende BS-swf W™ lautet also: W (v, ....v,) = S0, v
Die Indifferenzkurven von W" sehen im Fall n = 2 wie folgt aus:

Ug 4
/ Steigung -1

U

Abb.19: Indifferenzkurven von W™

Beispiel 2: Das maximin SWF1 Das maximin SWFI F™™ ist wie folgt
definiert: F™" (uy, ..., u,) :=>=", wobei

x ="y e _min wi(x) > min w;(y).

U
i=1,..., n i=1,...,n

Die reprisentierende BS-swf W™ lautet also: W™ (v, ...,v,) = min; ;.
Die Indifferenzkurven von W™™ sehen im Fall n = 2 wie folgt aus:
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U/Q y

> U7

Abb.20: Indifferenzkurven von W™™

Beispiel 3: Diktatorische SWFle Ein SWFI heifit diktatorisch mit Dik-
tator k, falls fiir alle u gilt © =, v < ur(z) > ug(y). Eine reprisentierende
BS-swf lautet daher W (v, ..., v,) = 1. Die Indifferenzkurven sehen im Fall
n =2 und k =1 wie folgt aus:

Ug 4

;ul

Abb.21: Indifferenzkurven einer BS-swf mit Agent 1 als Diktator

Beispiel 4 Die folgende SWFI erfiillt nicht die Bedingung (INW) und kann
folglich auch nicht mit Hilfe einer BS-swf reprasentiert werden. Definiere
F wie folgt: falls alle Nutzenfunktionen im Profil u identisch sind, setze
r =,y < ui(x) > ui(y) (beachte, alle Agenten haben dieselbe Nutzen-
funktion wie Agent 1 in diesem Fall); falls die Nutzenfunktionen im Profil u
nicht identisch sind, setze x ~, y fiir alle x,y € X (falls also verschiedene
Agenten verschiedene Nutzenfunktionen haben, erklirt die zu diesem Pro-
fil gehorende soziale Préferenzordnung alle Alternativen als indifferent). Es
ist klar, daf die soziale Anordnung zweier Alternativen z und y in diesem
Fall nicht alleine von den Nutzenvektoren u(x) und wu(y) abhéngt, sondern
von den vollstdndigen Nutzenfunktionen. Daher kann es fiir das so definierte
SWFI1 F auch keine reprisentierende BS-swf geben.
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5.2 Interpersoneller Nutzenvergleich

Betrachten wir nochmals die utilitaristische bzw. die maximin Lésung bei der
Wahl eines geeigneten Standorts einer 6ffentlichen Einrichtung im obigen Bei-
spiel der fiinf Gemeinden. Der fiir das folgende wichtige Punkt ist, dafl beide
Losungen den Nutzen (im Beispiel: die negative Entfernung) verschiedener
Gemeinden miteinander in Beziehung setzen, d.h. einen interpersonellen Nut-
zenvergleich anstellen. Die utilitaristische Losung verlangt die Summierung
der Nutzen, die maximin Lésung verlangt eine Entscheidung dariiber, welcher
beteiligte Agent den geringsten Nutzen besitzt. Ein wichtiger Unterschied der
beiden Losungen liegt darin, daf die utilitaristische Lésung “kardinale” indi-
viduelle Nutzenfunktionen voraussetzt, wahrend die maximin Lésungen nur
“ordinale” individuelle Nutzenfunktionen annehmen muf.

Definition Eine Nutzenfunktion wu; heifit kardinal, wenn sie bis auf positi-
ve affine Transformation eindeutig bestimmt ist. Dabei heiftt eine Transfor-
mation f(u;) positiv affin, falls f von der Form f(u;) = a - u; + b, wobei
a > 0 und b € R. Kardinalitdt einer Nutzenfunktion bedeutet, dals Nut-
zendifferenzen sinnvoll interpretiert werden konnen: falls fiir eine kardinale
Nutzenfunktion w; gilt u;(z) — u;(2) > w;(w) — u;(y), so laft sich dies inter-
pretieren als “der Nutzenzuwachs fiir Agent i ist beim Ubergang von z zu
x groker als beim Ubergang von y zu w”. Der Grund ist, daR die Unglei-
chung w;(z) —u;(z) > u;(w) —u;(y) unverdndert bleibt, falls man u; mit einer
positiven Zahl a multipliziert und eine beliebige Konstante b addiert.”

Im Gegensatz dazu heifst eine Nutzenfunktion u; ordinal, wenn sie bis auf
eine beliebige positive monotone Transformation f(u;) eindeutig bestimmt
ist. In diesem Fall haben weder absolute Nutzenzahlen noch Nutzendiffe-
renzen eine inhaltliche Bedeutung. Eine ordinale Nutzenfunktion beinhaltet
nicht mehr Information als eine Préaferenzordnung: alles was sich aussagen
lakt ist, daf u;(x) > wu;(y) genau dann gilt, wenn ¢ die Alternative z der
Alternative y strikt bevorzugt.

"Wichtige Beispiele kardinaler Nutzenfunktionen sind die von-Neumann-Morgenstern
Nutzenfunktionen der Erwartungsnutzentheorie. Ist u; eine von-Neumann-Morgenstern
Nutzenfunktion, so gilt u;(x) — u;(2) > u;(w) — u;(y) genau dann, wenn ¢ die Lotterie
(z;%,y;3) (z mit Wahrscheinlichkeit 1 und y mit Wahrscheinlichkeit ) gegeniiber der

Lotterie (w; 3, 2; 1) strikt bevorzugen wiirde.
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Bedingung (ONC) Ein soziales Wohlfahrtsfunktional F' heift vom Typ
ONC (ordinal non-comparable, benutzt nur ordinale Nutzeninformation und
keinen interpersonellen Vergleich), falls F'(u) = F(@) fiir alle Nutzenfunkti-
onsprofile u, u mit

(1, ey in) = (fr(w1), ..., fr(un)),

wobei fi, ..., f,, beliebige positiv monotone Transformationen.

Bedingung (OFC) Ein soziales Wohlfahrtsfunktional F' heift vom Typ
OFC (ordinal fully comparable, benutzt nur ordinale Nutzeninformation aber
vollen interpersonellen Vergleich), falls F(u) = F(u) fiir alle Nutzenfunkti-
onsprofile u, 4 mit

(U, ey Up) = (f(u1)y ey flun)),

wobei f eine (gemeinsame) positive monotone Transformation.

Der wesentliche Unterschied zwischen den Bedingungen (ONC) und (OFC)
ist also, daf bei (ONC) das SWF1 invariant sein soll gegeniiber beliebigen un-
abhdingigen Transformationen der individuellen Nutzenfunktionen, wahrend
bei (OFC) die Invarianz nur dann gefordert wird, falls die individuellen Nut-
zenfunktionen in gleicher Weise transformiert werden. Die entsprechenden
Bedingungen fiir kardinale Nutzenfunktionen lauten wie folgt.

Bedingung (CNC) Ein soziales Wohlfahrtsfunktional F' heikt vom Typ
CNC' (cardinal non-comparable, benutzt kardinale Nutzeninformation und
keinen interpersonellen Vergleich), falls F'(u) = F (@) fiir alle Nutzenfunkti-
onsprofile u, & mit

([Ll, ,ﬂ,n) = (CLl *Up + bl, vy Ay * Up + bn),

wobei aq,...,a, > 0 und by, ...,0, € R.

Bedingung (CFC) Ein soziales Wohlfahrtsfunktional F' heift vom Typ CFC
(cardinal fully comparable, benutzt kardinale Nutzeninformation und vollen
interpersonellen Vergleich), falls F'(u) = F(@) fiir alle Nutzenfunktionsprofile
u, U mit

(Upy ooy Uy) = (a-up +b,..ya - uy, +0),
wobei a > 0 und b € R.

Bedingung (CUC) Ein soziales Wohlfahrtsfunktional F' heifst vom Typ
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CUC (cardinal unit-comparable, benutzt kardinale Nutzeninformation und
interpersonellen Vergleich der Nutzeneinheiten), falls F'(u) = F(a) fir alle
Nutzenfunktionsprofile u, 4 mit

(T, eeeyUp) = (@-uy 4+ b1y ey @ up + by),

wobei a > 0 und b4, ..., b, € R.

Es ist offensichtlich, daf folgende Implikationen gelten: (CNC) = (CUC) =
(CFC), (ONC) = (OFC), sowie (ONC) = (CNC) und (OFC) = (CFC).
Das utilitaristische SWF1 F“ ist vom Typ (CUC) (und daher auch vom
Typ (CFC)), das maximin SWFI F™ ist vom Typ (OFC) (und daher auch
vom Typ (CFC), aber nicht vom Typ (CUC)).

Wir wollen nun das Arrowsche Unmdglichkeitstheorem unter Benutzung
des Begriffs eines SWE1 umformulieren und einen alternativen Beweis vorstel-
len. Wir werden dabei sehen, daf sich die Unmdéglichkeit darauf zuriickfiih-
ren lafst, das der Arrowsche Rahmen interpersonellen Nutzenvergleich aus-
schliefst. Eine Arrowsche SWF im Sinne von Kapitel 4 ist eine Abbildung die
jedem Profil von ordinalen Priferenzen eine soziale Rangordnung zuordnet.
Faft man eine Arrowsche SWF als ein SWFI F' auf, so bedeutet dies also,
dak F vom Typ (ONC) sein muf. Das folgende Theorem zeigt, dak die Un-
moglichkeit sogar dann bestehen bleibt, wenn man auf individueller Ebene
kardinale Information zuldft (solange man keinen interpersonellen Vergleich
vornimmt).

Satz 5.1 Die Menge X habe mindestens drei Elemente. Es set F' ein SWFI,
das den Bedingungen (U), (1), (WP), (PI) und einer geeigneten Steligkeits-
bedingung genigt. Dann ist F' genau dann vom Typ (ONC) oder (CNC),
wenn F diktatorisch ist.

Beweis (vgl. Roemer (1996, Theorem 1.2*, S.31)®) Man kann leicht iiberprii-
fen, dafs jedes diktatorische SWEFI alle genannten Bedingungen erfiillt. Wir
zeigen nun die umgekehrte Aussage. Aufgrund der Lemmata 5.1 und 5.2 gibt
es zu I’ eine reprisentierende BS-swf W. Wir wollen die Gestalt der Indif-
ferenzkurven der Funktion W bestimmen. Dabei beschrinken wir uns der
Einfachheit halber auf den Fall n = 2.

Schritt 1: Betrachte zwei beliebige Punkte v = (v1,15) € R? und v/ =
(v1 + k1,9 + ko) € R?, die auf derselben W-Indifferenzkurve liegen (also

8Roemer (1996) bezieht sich im folgenden immer auf das Buch J. Roemer: “Theories of
Distributive Justice”, Harvard University Press (1996).
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W(v)=W(')). Wegen (WP) kann weder (k; > 0 und kg > 0) noch (k; <0
und ks < 0) gelten. Angenommen es gilt k&; > 0 und ks < 0. Betrachte die
folgende Transformation (fy, f2):

f1<t) = 2t—V17
fat) = (t+1)/2.

Offensichtlich ist (fi, fo) sowohl unter (ONC) als auch unter (CNC) eine
zuldssige Transformation (da jedes f; eine positive affine Transformation).
Man macht sich leicht klar, dak mit £ auch W vom Typ (ONC) bzw. (CNC)
sein mufs, d.h. es muk wegen W (v, 1) = W (v, vh) auch W(fi(1v1), fo(re)) =
W (fi(vy), f2(v4)) gelten. Nun gilt aber

(f1(n), fo(v2)) = (v1,12)

und

(f1(1), (1)) = (fr(r + Kr), fa(va + ko)) = (11 + 2k1, v + K2 /2).

Daraus folgt (wegen Transitivitit der Indifferenz), dak (11 + ki, 5 + ko) und
(v1 + 2k, v9 + ko/2) auf derselben W-Indifferenzkurve liegen miissen. Wiir-
de nun k; > 0 und ky < 0 gelten, so erhielte man v, + 2k; > vy + k; und
Vo + ko/2 > vy + ko, was wegen (WP) nicht moglich ist. Also muf gelten:
entweder k; = 0 oder ky = 0. Analog zeigt man dieselbe Schlufkfolgerung fiir
den Fall £; <0 und ky > 0.
Schritt 2: Wir haben also bisher gezeigt, dals zwei beliebige W-indifferente
Punkte v und v/ entweder dieselbe erste Koordinate oder dieselbe zweite
Koordinate haben miissen. Angenommen fiir v und v/ stimmt die erste Koor-
dinate iiberein, d.h. £ = 0. Dann muf die Indifferenzkurve durch den Punkt
v eine vertikale Gerade sein. Ist namlich " ein weiterer zu v indifferenter
Punkt, so mufs wegen Schritt 1 angewandt auf v und /" gelten, das diese
beiden Punkte entweder in der ersten oder der zweiten Koordinate iiberein-
stimmen. Wiirden sie aber nicht in der ersten Koordinate iibereinstimmen,
sondern in der zweiten, dann waren v’ und v/ zwei indifferente Punkte, die
weder in der ersten noch in der zweiten Koordinate iibereinstimmen. Das
kann aber nach Schritt 1 nicht sein.

Analog zeigt man, daf im Fall k&, = 0 die Indifferenzkurve durch v eine
horizontale Gerade sein muk.
Schritt 3: Bisher haben wir gezeigt, dafs alle Indifferenzkurven entweder ver-
tikale oder horizontale Geraden sein miissen. Ist aber eine Indifferenzkurve
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vertikal, so miissen alle Indifferenzkurven vertikal sein (weil sich Indifferenz-
kurven nicht schneiden kénnen). Analog sind alle Indifferenzkurven horizon-
tal, sobald eine davon horizontal ist. Mit anderen Worten: entweder alle In-
differenzkurven sind vertikale Geraden, oder alle Indifferenzkurven sind ho-
rizontale Geraden. Aber dies bedeutet: entweder Agent 1 ist ein Diktator,
oder Agent 2 ist ein Diktator.

Satz 5.1 zeigt den Grund fiir die Arrowsche Unmdglichkeit der Prife-
renzaggregation: das Fehlen der Mdoglichkeit eines interpersonellen Nutzen-
vergleichs.” Was Satz 5.1 iiber die Aussage von Theorem 4.1 hinaus noch
hinzufiigt, ist die Erkenntnis, daft auch kardinale individuelle Nutzeninfor-
mation nicht hilft, solange man diese nicht interpersonell vergleicht. Welche
Moglichkeiten erhalten wir aber, wenn wir interpersonellen Vergleich zulas-
sen?

Bedingung (AN) (Anonymitit) Das Nutzenfunktionsprofil v’ entstehe aus
u durch eine Permutation (also fiir eine Permutation ¢ : N — N gelte
u; = Ug(;)). Dann soll gelten F'(u) = F(u').

Die Bedingung (AN) ist sehr plausibel: die soziale Préferenz soll nicht von der
Identitdt der Agenten abhdngen, sondern nur von der Verteilung der Nutzen-
funktionen. Beachte, dals ein diktatorisches SWFI diese Bedingung verletzt.
Laft sich F' durch eine BS-swf W représentieren, so bedeutet (AN), dak die
W-Indifferenzkurven im Fall n = 2 symmetrisch zur Winkelhalbierenden sein
miissen.

Definition Ein SWF1 F heifst positionell diktatorisch vom Rang k, falls
x 7, y genau dann gilt, wenn der Nutzen des k-bestgestellten Agenten im
Zustand x mindestens so grof ist wie der Nutzen des k-bestgestellten Agen-
ten im Zustand y. Eine positionelle Diktatur vom Rang k£ = n entspricht also
dem maximin SWFI. Fiir & = 1 ergibe sich ein “maximax” Prinzip.'°

9Beachte, daf auch die Borda-Regel einen interpersonellen Nutzenvergleich anstellt.
Man kann die Borda-Regel als utilitaristische Losung mit speziellen Nutzenfunktionen
interpretieren, namlich mit den durch die Borda-Punkte definierten Nutzen.

0Djeses Prinzip (“Maximiere den Nutzen des am bestgestellten Agenten”) ist allerdings
von einem Gerechtigkeitsstandpunkt nicht sehr attraktiv.
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Satz 5.2 Fs sei F' ein SWFI, das den Bedingungen (U), (1), (WP), (PI),
(AN) und einer geeigneten Stetigkeitsbedingung gentigt. Dann ist F' vom Typ
(OFC) genau dann, wenn es positionell diktatorisch ist.

Beweis (vgl. Roemer (1996, Theorem 1.3, S.33) Man {iberpriift wieder leicht,
dak jedes positionell diktatorische SWFI die genannten Bedingungen erfiillt.
Um die umgekehrte Aussage zu zeigen, studieren wir wieder die Gestalt der
W-Indifferenzkurven fiir eine reprasentierende BS-swf V.

Schritt 1: Betrachte einen Punkt v = (1v1,14) auf der Winkelhalbierenden
und einen zu v indifferenten Punkt v/ = (v + k1,11 + ko). Wir beschrinken
uns zunéchst auf den Bereich unterhalb der Winkelhalbierenden, d.h. wir
betrachten den Fall £; > 0 und ks < 0. Es sei f die folgende Transformation:

£(t) = 2t — vy falls t > 1y
S| (t+m)/2 falls t <1y

Da f monoton steigend, ist (f, f) eine zuldssige Transformation unter (OFC)
(beachte, daf f nicht affin ist). Es muf also wegen W(v) = W (') auch
W(f(n), f(1n)) =W (f(r1 + k1), f(v1 + k2)) gelten. Nun gilt aber

(f(1), f(11)) = (v1,11)

und
(f(yl + k'l)af(yl + kQ)) = (Vl + levyl + k2/2>

Daraus folgt (wegen Transitivitit der Indifferenz), dak (v; + k1, 11 + ko) und
(1 + 2k, vy + k2 /2) auf derselben W-Indifferenzkurve liegen miissen. Wiirde
nun k; > 0 und ky < 0 gelten, so erhielte man v 4+ 2k; > v; + k; und
1 + ko/2 > v1 + ko, was wegen (WP) nicht moglich ist. Also muf entweder
ki1 = 0 oder ko = 0 gelten.

Schritt 2: Vollig analog zum Beweis von Satz 5.1 folgt aus Schritt 1, dafs
die Indifferenzkurve durch v im Bereich unterhalb der Winkelhalbierenden
entweder vertikal oder horizontal sein mufk.

Schritt 3: Daraus folgt (wieder unter Benutzung von (WP)), daf entweder
alle Indifferenzkurven unterhalb der Winkelhalbierenden vertikal sind, oder
alle Indifferenzkurven sind in diesem Bereich horizontal. Graphisch sehen die
Indifferenzkurven unterhalb der Winkelhalbierenden also so aus:
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v . v

Abb.22: Indifferenzkurven unterhalb der Winkelhalbierenden
Links: Fall a, Rechts: Fall b

Schritt 4: Vollig analog zeigt man fiir den Bereich oberhalb der Winkelhal-
bierenden (d.h. k; < 0 und ky > 0), dak die Indifferenzkurven auch dort
entweder alle vertikal oder alle horizontal sein miissen:

Abb.23: Indifferenzkurven oberhalb der Winkelhalbierenden
Links: Fall A, Rechts: Fall B

A

Schritt 5: Es verbleiben also zunéchst noch vier Moglichkeiten, wie die W-
Indifferenzkurven insgesamt aussehen konnen: Fall a kombiniert mit Fall A
oder B und Fall b kombiniert mit Fall A oder B. Die Bedingung (AN) schliefst
aber die Kombinationen aA (Agent 1 ist Diktator) und bB (Agent 2 ist Dik-
tator) aus. Also verbleiben genau die Moglichkeiten aB (“maximax”) und bA
(“maximin”).

Ersetzen wir in Satz 5.2 die Bedingung (OFC) durch (CUC) so erhalten wir
statt des maximin SWFI das utilitaristische SWFL

Satz 5.3 Es sei F' ein SWFI, das den Bedingungen (U), (I2), (WP), (PI),
(AN) und einer geeigneten Stetigkeitsbedingung gentigt. Dann ist F' vom Typ
(CUC) genau dann, wenn F das utilitaristische SWFL F“'% ist.

Beweis (vgl. Roemer (1996, Theorem 1.4, S.35)). Man priift leicht nach, daf
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Fui alle genannten Bedingungen erfiillt. Wir zeigen nun, daf F“ tatsiich-
lich das einzige SWFI, das diese Bedingungen erfiillt. Es gelte wieder der
Einfachheit halber n = 2, und es sei W eine reprisentierende BS-swf. Be-
trachte zwei beliebige W-indifferente Punkte v = (v, v9) und (14 +ky, vo+ks).
Fiir jede positive reelle Zahl r seien die Transformationen f; und f; wie folgt
definiert:

fit) = r-t+(1—=7r)-1n
fot) = rt+(1—71) 1,

Da F' nach Voraussetzung vom Typ (CUC) ist, ist f = (fi, f2) offensichtlich
eine zuldssige Transformation. Da W (vy,15) = W (vy + ki, ve + ko) mufk al-
so auch W(f1(11), fa(1)) = W(fi(v1 + k1), fa(ve + k2)) gelten. Es ist aber
(f1(n), fa(v2)) = (v1,v2) und (fi(vi+k1), fo(vathka)) = (i +7 ki, vo+1-ka).
Es liegen also (11, 15) und (vq + 1 - k1, v+ 1 - ko) auf derselben Indifferenzkur-
ve. Da r > 0 beliebig gewéhlt war, gilt dies fiir alle positiven r. Mit anderen
Worten, die Indifferenzkurve durch v ist eine Gerade mit Steigung ko/k;.
Wegen (WP) gilt ko/k; < 0, und wegen (AN) muf sogar ko/k; = —1 gelten.
Mit anderen Worten, die W-Indifferenzkurven sehen wie in Abbildung 19
aus. Das heifst aber, dafs F' das utilitaristische SWF1 sein mufs.
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6 Axiomatic Bargaining

Satz 5.1 aus dem vorangehenden Kapitel zeigte, dak der Ubergang von ordi-
naler zu kardinaler individueller Nutzeninformation keinen Ausweg aus der
Arrowschen Unmoglichkeit liefert, solange man keinen interpersonellen Nut-
zenvergleich vornimmt. Heilst dies, dafs man kardinale Nutzeninformation auf
individueller Ebene unter keinen Umstédnden ohne interpersonellen Vergleich
ausnutzen kann? Betrachte das folgende Beispiel eines SWFI.

Beispiel: Das Nash SWFI Es sei z; € X ein fest gwihlter sozialer Zu-
stand, z.B. der “status quo”. Definiere ein SWE1 FN" folgendermaken:
FNash(yy uy) i==Nash wobei

n

z =Nosh oy e E(ui(x) —ui(24)) > f[l(ui(y) — u;(7q))

fiir alle z,y € X derart, dak u;(x) > u;(xg) und w;(y) > w;(zy) fir alle 7.

Das Nash SWFI bewertet also soziale Zustdnde gemafs dem Produkt der in-
dividuellen Nutzenzuwichse gegeniiber einem “status quo” Punkt x4. Das
Interessante an FVe" ist, daf es vom Typ (CNC) (aber nicht vom Typ
(ONCQ)) ist. Mit anderen Worten, die von FY%" induzierte soziale Priiferenz
ist invariant gegeniiber individuell unabhéngigen positiv affinen Transforma-
tionen. Dies lafst sich leicht wie folgt nachweisen. Betrachte die positiv affinen
Transformationen u; = a; - u; + b;; dann gilt fiir alle x, y:

n n

[1(@(2) — @(za)) = [](@(y) — i(za))

i=1 i=1

(au;(z) + b — (azui(xq) + b)) > ﬁ(aiui(y) +b; — (aui(zq) + b))

=
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Wie vertrigt sich die Tatsache, daf FV%" vom Typ (CNC) ist, also keinen
interpersonellen Vergleich anstellt, mit der Aussage von Satz 5.1, dafs sich oh-
ne interpersonellen Nutzenvergleich kein geeignetes SWFI konstruieren 1&ft7
Die Antwort lautet: Das Nash SWFI erfiillt zwar alle anderen Bedingun-
gen von Satz 5.1, aber nicht die Binary Independence (I2). Es ist nidmlich
klar, dafs die soziale Anordnung zweier Alternativen x und y nicht nur von
den Nutzenvektoren (uy(z), ..., un(x)) und (uy(y), ..., u,(y)) abhéngt, sondern
auch von den individuellen Nutzenwerten des status quo xg.

Wie Lkt sich die Wahl derjenigen Alternative mit dem héchsten Nutzen-
produkt begriinden?

6.1 Die Nash Bargaining Losung

Stellen wir uns zwei Agenten vor, die eine gewisse Menge von Giitern besit-
zen und iiber eine Verteilung dieser Giiter verhandeln.'! Um ein konkretes
Beispiel vor Augen zu haben, nehmen wir an, Agent 1 besitzt die beiden un-
teilbaren Giiter o und 3, Agent 2 besitzt v und 0. Bezeichnen wir diese An-
fangsallokation mit x4 und den zugehdrigen Nutzenvektor mit d = (dy, ds).
Die Idee ist, dak jeder seine Anfangsausstattung behélt, falls bei der Ver-
handlung keine Einigung zustande kommt. Daher nennen wir d auch den
“disagreement” Nutzen, oder “Drohpunkt”.

Es bezeichne X = {xy,...,x,,} die Menge der moglichen Allokationen.
Zusétzlich zu diesen deterministischen Allokationen, konnen wir auch Lot-
terien iiber diesen Allokationen betrachten. Es bezeichne £(X) die Menge
aller Lotterien iiber X. Ein typisches Element p € £(X) ist also eine Liste
P = (T1;P1, s T Pm) Mit 371, pj = 1, wobei p; die Wahrscheinlichkeit da-
fiir bezeichnet, daf die Allokation z; realisiert wird. Wir nehmen an, daf die
Préferenzen der Agenten die Erwartungsnutzenform haben. D.h. fiir jeden
Agenten ¢ existiert eine Funktion u; : X — R derart, dafs

m m
prziae Y i) =Yg wilz). (6.1)
j=1 j=1
Die Nutzenfunktionen u; in Formel (6.1) heifen von-Neumann-Morgenstern
Nutzenfunktionen und sind bis auf positive affine Transformationen eindeutig
bestimmt. Mit anderen Worten, die u; sind kardinale Nutzenfunktionen.

1Tn diesem Kapitel betrachten wir der Einfachheit halber nur zwei Agenten. Alle Re-
sultate lassen sich aber ohne Schwierigkeiten fiir eine beliebige Anzahl von Agenten ver-
allgemeinern.
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Schlieft man die Moglichkeit von Lotterien iiber Allokationen mit ein, so
sieht die Nutzenmoglichkeitenmenge eines Verhandlungsproblems typischer-
weise folgendermafen aus:

Uz

u(0, aBv5)
(78, aB)

u(ap, vs)

> > Uq
u(aps, 0)

Abb.24: Nutzenmdoglichkeitenmenge eines Verhandlungsproblems

Man beachte, dafs sich beide Agenten in Abb. 24 durch Tausch ihrer Anfangs-
ausstattung verbessern wiirden. Die Erwartungsnutzenannahme garantiert,
dafs jeder Nutzenvektor in der konvexen Hiille der deterministischen Alloka-
tionen durch eine geeignete Lotterie erreichbar ist. Zusatzlich nehmen wir
noch “free disposal” an, d.h. mit jedem erreichbaren Nutzenvektor ist auch
jeder komponentenweise geringerer Nutzenvektor erreichbar. Dies motiviert
die folgende Definition.

Definition Ein Verhandlungsproblem ist ein Paar (S, d), wobei S C R? kon-
vex und komprehensiv!? ist, und d € S. Auferdem nehmen wir an, dak S
nach oben beschrinkt ist und mindestens einen Punkt s = (s, s2) enthélt
derart, dafs s; > dy und sy > ds.

Unter einer “Losung” eines Verhandlungsproblems verstehen wir einfach die
Zuordnung eines Nutzenvektors in S fiir jedes Paar (5, d):

Definition Eine Verhandlungslosung ist eine Abbildung F, die jedem Ver-
handlungsproblem (S, d) ein Element F'(S,d) € S zuordnet.

Beachte, daf eine Verhandlungslésungen in diesem Sinne keine soziale Préfe-
renzordnung definiert (so wie ein SWFI), sondern nur eine “beste” Alternative
auswahlt.

Welche Eigenschaften einer Losung sollte man sinnvollerweise fordern?

12D h. falls s = (s1,82) € S, so ist auch jeder Punkt t = (¢;,t5) mit ¢ < s ein Element
von S. Wir benutzen hier, wie auch im Text, die Notation ¢ < s fiir (¢; < s1 und t2 < s9).
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Bedingung (P) (Pareto) Fiir jedes (S, d) soll F(S,d) effizient in S sein: es
darf keinen Punkt s € S geben mit s > F(S5,d) und s # F(S5,d).

Bedingung (S) (Symmetrie) Falls d = 0 und S achsensymmetrisch ist, so
soll F1(S,0) = F5(S,0) gelten.

Die Bedingung der Symmetrie besagt, daf beide Agenten denselben Nut-
zen erhalten sollen, falls das Problem symmetrisch ist. Von einem normati-
ven Standpunkt ist dies eine sehr plausible Forderung; von einem positiven
Standpunkt reflektiert die Bedingung die Annahme, dak beide Agenten die-
selbe “Verhandlungsmacht” haben.

Die folgende Bedingung besagt, dak die Losung nicht von der Wahl der
von-Neumann-Morgenstern Nutzenfunktionen abhingen soll. Die Bedingung
ist analog zur Bedingung (CNC) aus Kapitel 5.

Bedingung (S.INV) (Skaleninvarianz) Betrachte fiir a;,as > 0 und be-
liebige by,by € R das Problem (aS + b,ad + b), wobei aS + b := {(ais1 +
by, a8y + by) @ (s1,82) € S} und ad + b = (a1dy + by, asdy + by). Dann soll
gelten: F'(aS +b,ad + b) = aF(S,d) + b.

Als letzte Bedingung fordern wir, dafs sich bei einer Verkleinerung der Nut-
zenmoglichkeitenmenge die Lésung nicht verdndern soll, falls die urspriingli-
che Losung immer noch erreichbar ist.

Bedingung (CC) (Contraction Consistency) Angenommen 77 C S und
F(S,d) € T. Dann soll gelten: F(T',d) = F(s,d).

Definition Die Nash-Lisung FY(S,d) ordnet jedem Verhandlungsproblem
den Punkt zu, fiir den das Produkt der Nutzen unter allen individuell ratio-
nalen am groften ist (dabei heifst s individuell rational, falls s; > d;):
N __ _ _
FY(S,d) = argserrsl?gd(sl dy)(sy — ds).

Man priift leicht nach, da FV alle obigen Bedingungen erfiillt. Umgekehrt
gilt der folgende von Nash 1950 bewiesene Satz.

Satz 6.1 Es gibt genau eine Verhandlungslosung, die die Bedingungen (P),
(S), (S.INV) und (CC) erfillt, nimlich F.

Beweis Betrachte ein beliebiges Verhandlungsproblem (S, d) und die zuge-
horige Nash-Losung FV (S, d). Betrachte eine affine Transformation (S, d),
die den Drohpunkt d in den Nullpunkt d = (0,0) iiberfithrt und den Punkt
FY(S,d) in den Punkt (1,1). Da FV die Bedingung (S.INV) erfiillt, muf
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gelten FN(S,0) = (1,1). Da F¥(S,0) das Produkt s; - s, in S maximiert,
muf die Steigung der Paretogrenze von S im Punkt (1,1) gleich —1 sein.
Betrachte das Dreieck R, wie in Abbildung 25 gezeigt:

Abb.25: Die Verhandlungsprobleme S und R

Jede Verhandlungslosung F, die die Bedingungen (P) und (S) erfiillt, muf
fiir (R,0) die Losung F(R,0) = (1,1) vorschreiben, da R symmetrisch ist.
Insbesondere muf also die Losung F' mit FV auf R {ibereinstimmen. Wegen
Bedingung (CC) muR aber auch F(S,0) = (1,1) = FM(S5,0) gelten, und
schlieklich wegen (S.INV) auch F(S,d) = F~(S,d). Mit anderen Worten,
jede Losung, die die vier Bedingungen erfiillt, muf auf dem beliebig vorgege-
benen Problem (S, d) mit der Nash-Losung iibereinstimmen. Aber das heifst:
F' ist die Nash-Lésung.

6.2 Andere Verhandlungslosungen

Ist die Nash-Losung ein ernstzunehmender Vorschlag fiir eine “gerechte” Lo-
sung eines Verhandlungsproblems? Die problematischste Bedingung scheint
die Bedingung (CC) zu sein. Tatséchlich ist bei (CC) (im Gegensatz z.B. zur
Bedingung (S)) nicht klar, welches “ethische” Prinzip diese Bedingung recht-
fertigen konnte. Betrachten wir das folgende Beispiel. Gegeben sei das sym-
metrische Verhandlungsproblem (.5, 0) wie in Abbildung 26 gezeigt. Man kann
sich z.B. vorstellen, dak bestimmt werden soll, welcher der beiden Agenten ein
unteibares Gut o mit u;(a) = ug(a) = 1 erhalten soll. Jede Verhandlungslo-
sung F, die die Bedingungen (P) und (S) erfiillt, schreibt in dieser Situation
die eingezeichnete Losung F'(S,0) = (1, 1) vor. Dies entspricht dem (ex-ante)
Erwartungsnutzen bei einem Wurf einer fairen Miinze. Betrachten wir nun
das kleinere Problem (R, 0) in Abb. 26. Die Bedingung (CC) verlangt, daf die

Losung unveréndert bleibt, d.h. auch beim Problem (R, 0) wire die Losung
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der Punkt auf der Winkelhalbierenden. Man kénnte aber argumentieren, daf
dies nicht fair ist, denn Agent 1 erhédlt nun den fiir ihn maximal mé&glichen

Nutzen, wihrend Agent 2 dieselbe Konzession wie vorher machen muf.
Uz

A

1
F(S,0)=(3.3)

<RJS

d=20 1

> Uq

Abb.26: Die Bedingung (CC)

Definition Die Kalai-Smorodinsky-Losung FX5 ordnet jedem Verhandlungs-
problem den Punkt auf der Paretogrenze zu, bei dem das Verhéltnis der Nut-
zen genauso grof ist wie im “Idealpunkt” (S, d), wobei I;(S, d) der maximale
Nutzen fiir Agent ¢ unter allen individuell rationalen Punkten von (5, d) ist
(vgl. Abbildung 27).

Ug — d2‘
~ L2(8.d) (S, d)
TKS
S
L Lsd

Abb.27: Die Kalai-Smorodinsky-Lisung

Bedingung (I.MON) (Individuelle Monotonie) Es seien (S, d) und (7', d)
zwei Verhandlungsprobleme mit 7" C S. Falls I1(S,d) = L(T,d), so soll
gelten: Fy(S,d) > Fy(T,d); analog, falls I(S,d) = I(T,d), soll gelten:
F1<S, d) > F1<T7 d)

Die Bedingung (I.MON) besagt also, dak sich bei einer Vergroferung der

Nutzenmoglichkeiten der Nutzen eines Agenten nicht verringern darf, falls
sich der maximale Nutzen des anderen Agenten nicht vergrofert.



OKONOMISCHE THEORIEN DER GERECHTIGKEIT SS 2004 47

Satz 6.2 Es gibt genau eine Verhandlungslosung, die die Bedingungen (P),
(S), (S.INV) und (. MON) erfillt, nimlich F%5.

Beweis Man priift leicht nach, daf F5 alle genannten Bedingungen er-
fiillt. Betrachte ein beliebiges Verhandlungsproblem (S, d). Transformiere
(S,d) affin so, daB fiir das entstehende Problem (S,d) gilt: d = (0,0) und
1(S,d) = (1,1). Bezeichne die Kalai-Smorodinsky-Losung von (S,0) mit
(t,t). Nun betrachte das kleinere Problem (R,0) wie in Abbildung 28 ge-
zeigt. Fiir jede Losung F, die (P) und (S) erfiillt, muf gelten F(R,0) = (¢,1).
Wegen (LMON) muk aber auch F(S,0) = (t,t) gelten (weil sich der Ide-
alpunkt beim Ubergang von R zu S nicht verdndert). Insbesondere stimmt
also jede Losung, die (P), (S) und (LMON) erfiillt, auf (S,0) mit F*5 iiber-
ein. Wegen (S.INV) muf dies aber auch fiir das urspriingliche Problem (S, d)
gelten.

U2

‘ 1(S,0) = (1,1)
[ FRS(S,0) = (t,1)
r \\[ °
u
d=0 !

Abb.28: Die Verhandlungsprobleme S und R

Die Intuition hinter der Bedingung (I.MON) ist, daf eine Vergoferung der
Nutzenméglichkeitenmenge (unter bestimmten Umsténden) fiir einen Agen-
ten nicht schadlich sein darf. Formuliert man diese Intuition ohne die Ein-
schrinkung, dafs der maximale Nutzen eines Agenten bei der Vergréferung
unverandert bleibt, so ergibt sich die folgende Bedingung;:

Bedingung (MON) (Monotonie) Falls 7" C S, so soll gelten: F(S,d) >
F(T,d).
Man kann sich leicht durch entsprechende Beispiele klarmachen, dafs weder

die Nash-Losung noch die Kalai-Smorodinsky-Losung die Bedingung (MON)
erfiillen. Gibt es iiberhaupt eine Verhandlungslosung, die (MON) erfiillt?

Definition Betrachte die Menge aller Verhandlungsprobleme (S, d) mit d =
(0,0). Die egalitire Lisung F*9% ordnet jedem solchen Problem den Schnitt-
punkt der Paretogrenze mit der Winkelhalbierenden zu.
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Satz 6.3 Betrachte die Menge aller Verhandlungsprobleme (S,0), wobei S zu-
satzlich zu den bisherigen Bedingungen noch folgende Bedingung erfiille: Der
Rand von S enthalte im positiven Orthanten keine Geradenstiicke parallel zu
den Achsen. Es gibt genau eine Abbildung F, die jedem solchen Verhand-
lungsproblem S einen Punkt F(S) € S zuordnet und die Bedingungen (P),
(S) und (MON) erfiillt, nimlich F°.

Beweis Betrachte ein beliebiges Problem S. Es sei F'9%(S) = (t,t); betrach-
te das Problem R, das den Punkt (¢,¢) mit den Achsabschnitten (0, + €)
bzw. (t 4 ¢€,0) verbindet, wobei € > 0 geniigend klein ist, sodaft R C S. Solch

ein e existiert immer, da der Rand von S keine zu den Achsen parallelen
Geradenstiicke enthélt (sieche Abbildung 29).

A

PR,

Fesel(S) = (t,1)

t

r \9
t o
Abb.29: Die Verhandlungsprobleme S und R

45°

Wegen den Bedingungen (P) und (S) muk die Losung F' von R der Punkt
(t,t) sein. Wegen (MON) darf der Nutzen keines Agenten beim Ubergang
von R zu S sinken. Dies ist aber nur mdoglich, falls die Losung F/(S) in S
ebenfalls der Punkt (¢,¢) ist. Aber das heift, die Losung F' muf mit der ega-
litiren Losung F%9% iibereinstimmen.

Bemerkung 1 Man kann leicht sehen, daf die egalitére Lésung nicht die Be-
dingung (S.INV) erfiillt. Da aber die einzige Losung, die (P), (S) und (MON)
erfiillt, die egalitdre Losung ist, folgt, dak es keine Verhandlungslosung gibt,
die sowohl (P), (S), (S.INV) als auch (MON) erfiillt.

Bemerkung 2 Die egalitire Losung entspricht natiirlich dem maximin Prin-
zip angewandt auf Verhandlungsprobleme (mit d = (0,0)). Die Eigenschaft,
dak bei einer Erweiterung der Nutzenmoglichkeiten (z.B. durch eine Erho-
hung der Anfangsausstattung) kein Agent schlechter gestellt wird, ist auch in
anderen Kontexten eine charakteristische Eigenschaft des maximin Prinzips,
die dieses von anderen Methoden der Bewertung (z.B. einer utilitaristischen)
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unterscheidet (siehe z.B. Roemer (1996, Th. 1.9, S.45 und Th. 3.2, S.102)).

Bemerkung 3 Natiirlich 145t sich auch eine “utilitaristische” Verhandlungs-
16sung definieren: F“'(S 0) := argmax,cgs>0(s1 + s2) (im Fall d = (0,0)).
Wie die egalitire Losung erfiillt diese aber nicht die Bedingung (S.INV) und
kann daher nicht als “echte” Verhandlungslésung (im Sinne von Nash) aufge-
fafst werden.



